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Meinen Eltern
Die Blätter fallen, fallen wie von weit,
als welkten in den Himmel ferne Gärten;
sie fallen mit verneinender Gebärde.
Und in den Nächten fällt die schwere Erde
aus allen Sternen in die Einsamkeit.
Wir alle fallen. Diese Hand da fällt.
Und sieh die andre an: es ist in allen.
Und doch ist einer, welcher dieses Fallen
unendlich sanft in seinen Händen hält.
R. M. Rilke
Wer schaffen will muß fröhlich sein
Volksmund
Übersicht
Die numerische Untersuchung von Düsenströmungen wird als Alternative und Ergänzung zum
Experiment vorgestellt. Zunächst wird ein Überblick über das heutige Verständnis abgelöster Dü-
senströmungen gegeben. Vor der numerischen Behandlung des Problems wird das verwendete
Verfahren detailliert beschrieben und an mehreren Testfällen validiert. Daran anschließend wer-
den die wesentlichen Strömungseigenschaften in Kaltgasdüsenrechnungen nachgewiesen. Hier
lassen sich die Gaseigenschaften durch die Idealgasgleichung ausdrücken. Zudem liegen experi-
mentelle Daten und Beobachtungen in großer Menge vor. Ablösung mit und ohne Wiederanlegen
sowie mögliche Hystereseeffekte werden diskutiert. Für die Behandlung von Düsen mit heißen
Verbrennungsgasen wird der Gasmodellierungsgrad erhöht. Bei der Nachrechnung des Vulcain-
Triebwerkes wird chemisches Gleichgewicht angenommen. Vulcain zeigt Ablösung mit und oh-
ne Wiederanlegen. Das Auftreten von Kappenstoß oder Machscheibe wird vom Gasgemisch be-
stimmt. Bei der Nachrechnung von Vulcain 2 werden die finiten Reaktionsraten der Verbrennungs-
gase berücksichtigt. Es wird der Versuch einer Vorhersage thermischer Lasten unternommen. Die
Arbeit endet mit einer Diskussion der Ergebnisse.
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1. Einleitung
1.1. Motivation
Obwohl die Planetenmechanik bereits im 16. und 17. Jahrhundert von Nikolaus Kopernikus, Gali-
leo Galilei und Johannes Kepler verstanden war, wurde erst im 20. Jahrhundert unter maßgeblicher
Beteiligung von Konstantin Tsiolkovsky, Robert Goddard, Hermann Oberth und Werner von Braun
die zum Verlassen der irdischen Atmosphäre nötige Technologie entwickelt. Der erste Flug eines
Menschen zum Mond im Apollo-Raumschiff im Jahr 1969, die Erkundung unseres Planetensy-
stems durch immer neue automatisierte Sonden sowie der erste Start der Columbia-Weltraumfähre
im Jahr 1981 sind einige der seitdem erreichten technologischen Meisterleistungen. Neben der mi-
litärischen und wissenschaftlichen Nutzung tritt mit fortschreitender Verbesserung der Zuverläs-
sigkeit und Wirtschaftlichkeit der Weltraumtechnik in zunehmendem Maße auch die kommerzielle
Nutzung des Weltraums in den Vordergrund. Telekommunikation und Erdbeobachtung sind ihre
wichtigsten Vertreter. Nach ersten mühsamen Versuchen mit den Europa-Raketen gelang Europa
1979 mit Ariane 1 der erste erfolgreiche Start einer Trägerrakete für den Transport kommerzieller
Nutzlasten in den geostationären Transferorbit. Ariane 5, das bisher leistungsstärkste Kind der
Arianefamilie, absolvierte am 30.10.1997 ihren Jungfernflug.
Abb. 1.1.: Start von Ariane 5 und Test des Vulcain-Raketen-
motors (Quelle: Internet).
Alle zur Zeit in der Weltraumfahrt üblichen Antriebssysteme basieren auf dem Reaktionsprini-
zip. Das in der Brennkammer verbrannte Treibstoffgemisch wird über eine Düse entspannt und
beschleunigt. Der Impuls des abgehenden Fluids bedingt eine Druck- und Reibungskraft auf die
Düse und damit den Schub. Voraussetzung für die Auslegung und Weiterentwicklung von Dü-
sen ist das physikalische Verständnis der Düsenströmung. Das Ziel ist die Vorhersage von Lei-
stungskennzahlen und Strukturbelastungen, wie Wärmestrom in die Düsenwand und Seitenkräfte
während des Raketenmotoranfahrvorganges.
1
1. Einleitung
1.2. Problematik abgelöster Düsenströmungen
Raketenmotoren werden typischerweise für den Vakuumbetrieb optimiert, da ihre Betriebszeit in
der dünneren Atmosphäre in der Regel länger ist als am Boden. Der spezifische Impuls und damit
die beförderbare Nutzlastmenge wachsen mit zunehmendem Flächenverhältnis   (Verhältnis von
Düsenaustrittsfläche zu Düsenhalsfläche) an. Wenn beim Bodenbetrieb keine Ablösung auftreten
soll, darf der Düsenaustrittsdruck nicht zu tief liegen. Diese Forderung begrenzt das maximal
mögliche Flächenverhältnis. Bei abgelöster Strömung wird nicht mehr das volle geometrische
Flächenverhältnis genutzt. Außerdem wird die Düsenwand stromab der Ablösestelle thermisch
stark belastet. Empirische Formeln wie z.B. die Formel von Schmucker [1]
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für den Ablösewanddruck 
 sep in Abhängigkeit von Brennkammerdruck  A und Umgebungs-
druck  können zwar einen Anhaltswert geben, sind aber in der Regel zu konservativ und unzu-
verlässig. In dieser Arbeit werden für die Ablösepunktvorhersage die vollen Navier-Stokes Glei-
chungen gelöst. Weil dabei jedoch eine Reihe von Annahmen getroffen werden müssen, schafft
nur das Experiment die nötige Sicherheit.
Während des Anschaltens (oder „Hochfahrens“) von Raketenmotoren am Boden tritt Strömungs-
ablösung in der Düse auf. In der Regel dauert es wenige Sekunden, bis die Turbopumpen die volle
Drehzahl und damit der Brennkammerdruck seinen Auslegungswert erreicht haben. Die Ablösung
wandert dabei entsprechend dem Anstieg des Druckverhältnisses ausgehend vom Düsenhals Rich-
tung Düsenende. Obwohl dieser Vorgang zeitabhängig ist, kann er - verglichen mit dem Zeitmaß-
stab der Stoß/Grenzschicht-Wechselwirkung am Ablösepunkt (  fl -Bereich) und der Reaktions-
chemie ( ! fl -Bereich) - quasistationär behandelt werden. Fraglich bleibt jedoch, ob die stationäre
Behandlung der Ablösung unter Rückgriff auf gängige Turbulenzmodelle eine korrekte Vorhersage
der Ablöselinie erlaubt. Die integrale, thermische Belastung der Düsenwand durch die Ablösung
beim „Hochfahren“ ist gering, da die Ablöselinie sehr rasch zum Düsenende hin wandert. Die
während des Startvorganges von der Strömung auf die Düsenwand aufgeprägten instationären Sei-
tenkräfte sind jedoch von großer Bedeutung bei der Düsenauslegung.
Während des Mondprogramms beschäftigten sich Nave und Coffey mit dem J-2 Triebwerk (s. Abb.
1.2) und mit seinem kleinskalierten Gegenstück, dem kaltgasbetriebenen J-2S [2]. Sie konnten da-
bei anhand von Wanddruckmessungen die Existenz zweier möglicher Ablösefälle nachweisen und
lieferten Hinweise für die Existenz eines Hysteresegebietes, in dem abhängig von der Strömungs-
historie beide Ablösefälle möglich sind. Die beiden Ablösefälle bezeichnen sie als „free shock
separation“ (FSS) und als „restricted shock separation“ (RSS) (s. Abb. 1.3). Das wesentliche Un-
terscheidungsmerkmal ist das Wiederanlegen der Überschallströmung im Falle von RSS. Nave und
Coffey zeigen ebenfalls, daß Ablöselinie und Einsaugung aus der Umgebung nicht axialsymme-
trisch und nicht stationär sind (s. Abb. 1.4). Die charakteristische Zackenform der Ablöselinie,
die auch beim SSME Triebwerk beobachtet werden kann, nennen sie „tepee“ Muster. Weiterhin
erwähnen sie die Existenz von zwei Seitenkraftmaxima. Das erste Maximum liege im FSS Be-
reich, das zweite im RSS Bereich. Das Maß asymmetrischer Ablösung scheine im RSS Bereich
kleiner zu sein als im FSS Bereich. Im Hysteresegebiet wiesen die Seitenkräfte ein Minimum auf.
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Abb. 1.2.: Start (links) und stationärer Betrieb (rechts) des J-2
Triebwerks (Quelle: Internet).
Überschallstrahl
Rückströmung
Schrägstoss
Tripelpunkt
Normalstoss
Scherschicht
Ablöseblase
wiederangelegter
Überschallstrahl
starker Stoss
interner Stoss
Tripelpunkt
Scherschicht
Wirbel
Abb. 1.3.: „free shock separation“ (links) und „restricted shock
separation“ (rechts).
Abb. 1.4.: Zackenförmige Ablöselinie bei J-2-Test („tepee“ Mu-
ster) [2].
Bei der „heißen“ J-2 Düse wurde das erste Seitenkraftmaximum im FSS Bereich nicht beobachtet.
Sie erklären die beobachteten Seitenkräfte als asymmetrisches, instationäres Wiederanlegen der
Strömung hinter der Ablösung und stellen eine Übereinstimmung der Seitenlastfrequenz mit der
ersten Pendeleigenschwingung der Düse fest. Ein Anstieg des Ablösedruckes bei Annäherung der
Ablösung an das Düsenende wird ebenfalls von ihnen berichtet und als „end effect“ bezeichnet.
Chen et al. untersuchten numerisch eine um den Faktor 16 verkleinerte J-2S Düse [3]. Sie verwen-
deten dazu ein instationäres, axialsymmetrisches Navier-Stokes Verfahren mit Baldwin/Lomax-
Turbulenzmodell. Die Nachrechnung zeigt alle wesentlichen Phänomene, die auch im Experiment
von Nave und Coffey festgestellt wurden [2]. Während des Anschaltvorganges fanden Chen et al.
nur FSS. Für den Abschaltvorgang konnte die Existenz von RSS nachgewiesen werden. Ferner
zeigen die Rechnungen klar einen stehenden Wirbel hinter dem Normalstoß bei RSS.
Schmucker katalogisiert minutiös experimentelle Daten zur Düsenablösung [4] und bietet semiem-
pirische Formeln zur Vorhersage des Ablösepunktes an, bestreitet aber den Strömungsfall von
Ablösung mit Wiederanlegen für heiße, große Düsen. Er erklärt ausführlich den Unterschied zwi-
schen „incipient separation“ beim Druck   (der Beginn des Druckanstieges vor der Ablösung) und
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tatsächlicher Ablösung beim Druck 
 

 (Beginn der Rückströmung) (s. Abb. 1.5). Er zeigt,
Rückströmung
Ablösung
incipient separation
Abb. 1.5.: „incipient separation“ und Ablösung der Düsengrenz-
schicht mit abgehendem Schrägstoß.
wie das Verhältnis   

 mit wachsendem  A

  monoton fällt, bis die Ablösung das Düsenende
erreicht hat. Wird  A

 dann weiter erhöht, steigt   

 wieder an. Durch den Effekt der „incipient
separation“ steigt der Wanddruck am Düsenende auch bei voll fließenden Düsen leicht an. Allge-
mein ging man zu dieser Zeit davon aus, daß Ablösung mit Wiederanlegen nur bei kleinskalierten
Düsen auftritt.
Aeroelastische Untersuchungen weisen darauf hin, daß eine Kopplung der ersten Pendeleigen-
schwingung der Düse mit der Düsenströmung die Seitenkräfte beim An- und Ausschalten von
Raketenmotoren erklären könnte [5, 6]. Wegen der vielen Annahmen und stark vereinfachten
Strömungsphysik und Strukturmechanik sind die Aussagen aber nicht belastbar.
Auch im chinesischen Raumfahrtprogramm ist man bemüht, Einblick in das Seitenlastverhalten
der verwendeten Raketenmotoren zu gewinnen. Xuchang hat eine Düse mit Flächenverhältnis 80
vermessen und die dominante Frequenz der Seitenlasten mit etwa   6 0 angegeben [7]. Diese
Frequenz entspricht der ersten Pendeleigenschwingung vergleichbarer Düsen.
Im Zuge der Entwicklung des Vulcain- und des Vulcain 2-Motors entstand auch in Europa reges
Interesse an der Ablöseproblematik. Zunächst wieder unter Rückgriff auf die Schmucker-Formel
(Gl. 1.1) versuchte man, die zu erwartenden Seitenkräfte abzuschätzen [8]. Nasuti und Onofri
untersuchen den Anschaltvorgang von Vulcain mit Hilfe eines „shock fitting“ Verfahrens [9, 10].
Einige Aspekte der Düsenströmung, wie Anschaltstoßwelle und Wirbel hinter dem Normalstoß
bei RSS, werden zwar qualitativ richtig wiedergegeben, die Ergebnisse sind aber detailarm und
für die praktische Anwendung ungeeignet. Frey und Hagemann weisen die Existenz von RSS
und FSS für Vulcain nach und bringen den Wechsel von FSS nach RSS und umgekehrt mit dem
Seitenlastmaximum in Verbindung [11, 12]. Auch das Öffnen der Ablöseblase am Düsenende bei
RSS wird als Grund für Seitenlasten angeführt. Unter Rückgriff auf Kaltgas- und „full scale“-
Versuche, CFD, das Schmucker-Ablösekriterium und analytische Stoßbeziehungen entwickeln sie
ein analytisches Modell für das Kappenstoßmuster und für die FSS  RSS Transition [11] und
machen für Vulcain und eine VAC (Volvo Aero Corporation) Parabelkontur Vorhersagen in sehr
guter Übereinstimmung mit dem Experiment. Sie betrachten den Abstand zwischen dem Punkt,
an dem die Strömung ablöst, und dem Punkt, an dem der starke Stoß die Achse schneidet (s. Abb.
1.6) und nehmen an, daß bei steigendem Druckverhältnis kurz hinter dem betragsmäßigen Maxi-
mum dieses Abstandes die Transition von FSS nach RSS stattfindet. An anderer Stelle gibt Frey
eine Erklärung für das Auftreten von Machscheibe und Kappenstoß und für eine im Experiment
beobachtete Hysterese beider Stoßmuster [13].
Eine Auswertung von Vulcain Tests hinsichtlich der Seitenlasten findet sich bei Terhardt et al. [14].
Sie leiten aus den experimentellen Daten einen Zusammenhang zwischen FSS  RSS Transition,
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Ablöseblase
Öffnen der
RSS
FSS
"end effect"
von FSS nach RSS
TransitionFSS
shock,CLx−sepx
p
ap/
c
Abb. 1.6.: Analytisches Modell für die FSS  RSS Transition [11].
dem Öffnen der Ablöseblase und den gemessenen Seitenlasten ab. Die gleiche Argumentation für
das Auftreten von Seitenlasten wird von Mattson et al. [15] unter Bezug auf experimentelle Daten
und CFD für eine VAC Parabelkontur gegeben.
Die instationäre Nachrechnung des Anfahrvorganges der Space Shuttle Feststofftriebwerke mittels
eines Navier-Stokes Verfahrens mit Zweigleichungsturbulenzmodell von Cline und Wilmoth [16]
ist zu ungenau, um Strömungsdetails erkennen zu lassen.
Asymmetrische Strömungsablösungen in zweidimensionalen Düsenströmungen wurden ebenfalls
experimentell untersucht [17, 18]. Davin und Petersen zeigen mittels einer Kaltgasdüse mit varia-
blem Flächenverhältnis, daß die Ablösung bei Verminderung des Druckverhältnisses in die Düse
hineinwandert, bis sie bei einem bestimmten Druckverhältnis asymmetrisch wird. Der Düsenstrahl
legt sich an eine der beiden Düsenwände an. Die Strömung bleibt dann über einen bestimmten
Druckbereich hinweg asymmetrisch, bevor sie für sehr geringe Druckverhältnisse wieder symme-
trisch wird. Ferner erwähnen sie, daß Düsen mit größerem Flächenverhältnis bis zu geringeren
Druckverhältnissen symmetrisch ablösen.
Li und Ben-Dor versuchen eine analytische Beschreibung der Mach-Reflektion bei überexpandier-
ten Düsenströmungen [19].
„Flow separation control devices“ zur Verhinderung asymmetrischer Ablösung in überexpandier-
ten Düsen werden von verschiedenen Autoren vorgeschlagen [20, 21, 22]. Der Einsatz eines Zen-
tralkörpers in die Düse vermindert das Düsenflächenverhältnis und kann die Ablösung verhindern.
Abbrennbare Düseneinsätze können die Ablösung fixieren. Nach Schmucker sind die Seitenlasten
gegenläufig proportional zum Wanddruckgradienten. Meist darf aber der Wanddruckgradient nicht
geändert werden, wenn Düsenleistungsdaten und Düsenlänge vorgeschrieben sind. Stolperdrähte,
Nuten, Einblasungen und Konturwinkeländerungen (ähnlich wie bei „dual bell“-Konturen) helfen
ebenfalls, die Ablösung beim „Hochfahren“ des Triebwerkes über einen weiten Druckbereich zu
fixieren. Bowyer et al. [20] schlagen die Verwendung eines Diaphragmas kurz hinter dem Düsen-
hals vor, das erst bei einem Druckverhältnis platzt, bei dem keine asymmetrische Ablösung mehr
zu erwarten ist.
Offensichtlich stellt die genaue Vorhersage des Ablösepunktes eines der zentralen Probleme der
numerischen Vorhersage von abgelösten Düsenströmungen dar. Bei Navier-Stokes Verfahren wird
der Ablösepunkt in erster Linie durch das Turbulenzmodell festgelegt. „Large eddy simulation“
(LES) Rechnungen abgelöster Düsenströmungen wurden bisher nicht veröffentlicht. Ein beson-
ders ausführlicher Vergleich von Numerik und Experiment findet sich bei Hunter [23]. Er benutzt
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ein Navier-Stokes Programm mit algebraischem Reynolds-Stress-Turbulenzmodell zur Nachrech-
nung einer zweidimensionalen Düsenströmung. Er findet sowohl, was die Lage des Ablösepunktes
als auch, was die Stoßlagen angeht, exzellente Übereinstimmung mit dem Experiment. Schröder
und Behr zeigen in mehreren 3D-Rechnungen, daß eine asymmetrische Ablöselinie in Vulcain
durch Aufbringung einer Druckvariation von     in der Brennkammer erzwungen werden kann
[24]. Ferner präsentieren sie eine Lösung mit Kappenstoß, deuten das Ergebnis aber als unphysika-
lisch. Eine Nachrechnung der SSME Kontur mit Ablösung und voller Wasserstoff/Sauerstoff/Luft-
Chemie findet sich bei Dougherty und Liu [25].
Für die Auslegung von Düsen stehen mehrere Hilfsmittel zur Verfügung: Experimente sind zeit-
und kostenaufwendig, liefern aber die zuverlässigsten Ergebnisse. Das TDK Verfahren [26] kop-
pelt das Charakteristikenverfahren mit den Grenzschichtgleichungen und erlaubt eine zweidimen-
sionale Nachrechnung des Überschallteils der Düse, jedoch ohne Ablösung, in Minutenschnelle.
Zweidimensionale, stationäre Lösungen der Navier-Stokes Gleichungen mit Zweigleichungstur-
bulenzmodellen benötigen auf gängigen Rechnern je nach Modellierungsgrad und Netzfeinheit
einige Stunden bis mehrere Tage. Dreidimensionale Rechnungen sind sehr viel rechenzeitaufwän-
diger. Für die in dieser Arbeit vorgestellten Rechnungen wurde das Astrium interne Navier-Stokes
Verfahren DAVIS-VOL [27, 28] weiterentwickelt. Auf der „rechten Seite“ wurden Ungenauig-
keiten aus dem TVD-Schema entfernt, und das Roe/HLLE- [29, 30] und MAPS-Schema [31, 32]
implementiert. Für die turbulente Flußberechnung wurde das Larrouturou-Schema [33] imple-
mentiert. Die Reibungsterme wurden vervollständigt und auf alle Raumrichtungen erweitert. Die
minimale Diffusion wurde mittels des ) -Schalters [34, 35] an das Strömungsfeld gekoppelt. Auf
der „linken Seite“ wurden Ungenauigkeiten aus der Linienrelaxation beseitigt, und die Linienre-
laxation in alle drei Raumrichtungen vervollständigt. Die Spektralradius Approximation der Dis-
sipationsmatrix wurde auf die volle Dissipationsmatrix erweitert. Die Ableitungen der viskosen
Flußvektoren wurden geändert. Für axialsymmetrische Rechnungen wurde die Metrikberechnung
modifiziert, und die Ableitungen der Flußvektoren in Umfangsrichtung auf „linker“ und „rech-
ter Seite“ wurden durch Quellterme ersetzt. Verschiedene nichtreflektierende und vereinfachte
Fernfeldrandbedingungen wurden implementiert. Von Weber wurden Unstimmigkeiten aus der
Turbulenzdiskretisierung entfernt, und ein sehr robustes numerisches Verfahren für die konvektive
turbulente Flußberechnung eingebaut [36, 37]. Das Nichtgleichgewichtverfahren DAVIS-VOL-
NE [38] wurde komplett überarbeitet. Die Diskretisierung der Grundströmungsgleichungen, der
Turbulenzgleichungen und der Speziesgleichungen sowie der Lösungsalgorithmus wurde an das
überarbeitete DAVIS-VOL angepaßt. Linienrelaxation und Programmformalismus wurden geän-
dert, um die Berechnung dreidimensionaler Strömungsprobleme zu erlauben. Zur besseren Model-
lierung der Umgebungsluft wurde inerter Stickstoff als siebte Spezies hinzugefügt. Die Randbe-
dingungen wurden an das Problem der abgelösten Düsenströmung angepaßt und um die adiabate,
katalytische Wand erweitert. DAVIS-VOL wurde ursprünglich für die Untersuchung dreidimensio-
naler Hyperschallströmungen entwickelt. Schröder et al. untersuchten mit DAVIS-VOL die Rampe
in Hyperschallströmung mit dem Baldwin/Lomax-Turbulenzmodell [28] und Grenzschichtprofile
der ebenen Platte und die Stoß/Grenzschicht-Wechselwirkung mit ; - * und RNG-Turbulenzmodell
[39]. Zusammen mit Behr, Hartmann, Menne und anderen folgten zahlreiche Veröffentlichungen
zum Sänger Konzept [40, 41, 42, 43, 44, 45].
In dieser Arbeit werden sechs kaltgasbetriebene, kleinskalierte Düsen und die beiden Ariane 5 Ra-
ketenmotoren Vulcain und Vulcain 2 untersucht. Für die Kaltgasdüsen wird die Ablösevorhersage
durch Modifikation des Turbulenzmodelles an das Experiment angepaßt. Die Stoßmuster RSS und
FSS werden miteinander verglichen. Die Möglichkeit eines Hysteresegebietes, in dem beide Stoß-
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muster auftreten können, wird diskutiert. Die Nachrechnung zweier „dual bell“-Düsen zeigt die
Möglichkeiten einer kontrollierten Anpassung des Flächenverhältnisses an den abfallenden Um-
gebungsdruck beim atmosphärischen Aufstieg. Die Existenz von FSS und RSS wird in mehreren
Realgasrechnungen auch für das Vulcain-Triebwerk nachgewiesen. In Idealgasrechnungen wird
der Einfluß des Isentropenexponenten auf die Machreflektion bei großen Druckverhältnissen stu-
diert. Der Einfluß der Konturwelligkeit auf das Ablöseverhalten wird für die Vulcain 2-Kontur
aufgezeigt. Um die thermischen Lasten bei Vulcain 2 zuverlässiger abzuschätzen, werden bei
der Berechnung von Vulcain 2 mit Filmkühlung der Kontur auch die Speziestransportgleichungen
gelöst und die chemischen Reaktionen berücksichtigt.
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2. Grundgleichungen
2.1. Transportgleichungen in Vektorform
Die Strömung in Düsen läßt sich durch drei Systeme von Transportgleichungen beschreiben. Die
Erhaltung von Masse, Impuls und Energie in der Strömung wird duch die Navier-Stokes Glei-
chungen beschrieben. Düsenströmungen sind in der Regel turbulent. Die Turbulenzgleichungen
formulieren den Transport von turbulenter kinetischer Energie und Dissipation (ein Maß für den
Längenmaßstab der turbulenten Strukturen). Wenn heiße Düsen untersucht werden, und zum Bei-
spiel der Einfluß der Wand auf die chemischen Reaktionen in Wandnähe untersucht werden soll,
müssen zusätzlich Speziestransport- und Speziesreaktionsgleichungen gelöst werden. Die Navier-
Stokes Gleichungen in Vektorform lauten [46, 47]:
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ist die totale Energie;  ist die innere Energie. Der konvektive Transport wird durch die konvektiven
Flußvektoren:
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beschrieben.  ist der Druck. Der viskose Transport wird durch die viskosen Flußvektoren:
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beschrieben. Die Normal- und Scherspannungen:
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wandeln Impuls in innere Energie um. Dabei wird gemäß Stokes Hypothese das Verhältnis von
Volumenviskosität

zu Scherviskosität ! als
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angenommen. Die diffusive Wärmeleitung wird vom Gradienten der Temperatur fi und dem Wär-
meleitkoeffizienten fl bestimmt. Auch durch Gasstrahlung


F kann der Energieinhalt der Stömung
beeinflußt werden. Die Gesamtenthalpie 5 ergibt sich durch Summation der mit den Massenbrü-
chen 
 
gewichteten Speziesenthalpien
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Die Massenbrüche
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summieren sich zu 1 auf ( 	      ).   ist die Speziesdiffusionskonstante. Es gilt:
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Auch für die einzelnen Spezies lassen sich Erhaltungsgleichungen in Vektorform:
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anschreiben. Der Spezieszustandsvektor und der Quelltermvektor sind:
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die konvektiven Flußvektoren sind:

+	

 

ffi


ffi


 



,


 

ffi

 
ffi

 
 



-


 

ffi

!
ffi

!


 (2.15)
9
2. Grundgleichungen
und die diffusiven Flußvektoren sind:

+




 

ffi



A



ffi



A
"



 


,




 

ffi



A



ffi



A
"



 


-




 

ffi



A



ffi



A
"


 
 

 (2.16)
Die Quellterme im Quelltermvektor
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berechnen sich aus den Molmassen
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und den Spezieskonzentrationen
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Auch wenn chemische Reaktionen ablaufen bleibt die Gesamtmasse erhalten
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Die Reaktionsrate der Spezieskonzentration
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   
ergibt sich als Summe über alle Reaktionen,

"
#


  



"
# #

 
 (2.20)
in denen die Spezies    vertreten ist
ffi

   
ffi
ff
 
alle Reaktionen  
an denen Spezies 
teilnimmt

"
# #
 
 

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#
 
 
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




;CB
  
alle Reaktionspartner 
der Reaktion  

  
 	

  
 ;@?
  
alle Produkte 
der Reaktion  

 




 

  
 




 (2.21)
"
#


und " # # sind die stöchiometrischen Koeffizienten. Die Reaktionsraten für die Vorwärts- und
Rückwärtsreaktionen ; B und ;C? werden mit einem Arrheniusansatz
;

	
fi

$
 (2.22)
und experimentell bestimmten Konstanten
	
, fl und
 
aus der Literatur berechnet. ; B und ;C? sind
über die Gleichgewichtskonstante
;@A
 ; B
;@?
(2.23)
miteinander gekoppelt.
2.2. Turbulenzmodell
Eine direkte, numerische Simulation der Strömung und auch eine „large eddy simulation“ ist für
die in dieser Arbeit untersuchten Probleme zu speicher- und rechenzeitaufwenig. Daher werden
die Grundgleichungen zeitlich gemittelt [48]. Die eigentlich instationäre Strömung wird als statio-
när angesehen, wobei die turbulente Durchmischung der Strömung in den Transportkoeffizienten
mitberücksichtigt wird (s. Favre-Mittelung, Abs. F.1). In dieser Arbeit wird der zeitlich gemit-
telte Einfluß der Turbulenz auf die Grundströmungsgleichungen mit dem Zweigleichungs “eddy-
viscosity“ Standard k- * Turbulenzmodell von Wilcox [48] modelliert. Es beschreibt Konvektion,
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Diffusion, Produktion und Destruktion von turbulenter kinetischer Energie ; und Dissipation *
als:
(
ffi ;
(
ff
 
 
 ffi

% ;


 
 
!
 
'

!
H


;

 




ffi ;
* (2.24)
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
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
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H




ffi
*
 (2.25)
und berechnet die turbulente Viskosität als
!
H 
ffi
;
*
 (2.26)
Die Modellkonstanten sind  

,





,
  
  

und '
 
 


. Der ; -Produktionsterm
ist



fl
 

(
 
 
(
.


 (2.27)
Durch Einsetzen des Reynoldsspannungstensors (s. Gl. F.9) folgt:



!
H


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  (2.28)
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und

 
  

%
 (2.30)
Bei kompressibler Strömung muß vermieden werden, daß die Normalkomponenten des Reynolds-
spannungstensors kleiner Null werden. Wilcox schlägt unter der Bezeichnung „compressible dis-
sipation“ [49] eine Korrektur der Konstanten  und  

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


 

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
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

(2.31)
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(2.32)
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(2.33)
mit 
H

 	

in Abhängigkeit von der turbulenten Machzahl

H




;


(2.34)
vor. Dabei ist 
H



 

und 6 die Heavyside Funktion [50]. Als zweite Möglichkeit bietet
sich die „realizability“-Korrektur von Moore und Moore [51, 52] an. Die turbulente Viskosität
(Gl. 2.26) wird in Abhänigkeit von dimensionsloser „strain-rate“ fl     * und dimensionsloser
„vorticity“ +

,


* korrigiert
!
H
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
 
 

 

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  

 
  
 fl

 
+




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!
H
 (2.35)
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Dabei ist
,
  

% und 


fi

  

.
  

,
 
und  sind Modellkonstanten. Diese Korrektur
verhindert negative und damit unphysikalische Normalkomponenten der Reynoldsspannungen (s.
Gl. F.9).
Auch die Turbulenzgleichungen lassen sich in Vektorform:
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anschreiben. Der turbulente Zustandsvektor und Quellterm sind:
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ffi
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 (2.37)
Die konvektiven turbulenten Flußvektoren ergeben sich zu:
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 (2.38)
Die diffusiven turbulenten Flußvektoren sind:
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2.3. Gasgleichungen
2.3.1. Idealgas
Wenn die Strömungsgeschwindigkeiten so gering sind, daß weder Dissoziation noch Ionisation
auftreten, beschreibt die Idealgasgleichung


ffi

fi (2.40)
mit Gaskonstante   
 
, allgemeiner Gaskonstante      


>



G
ffi

und Molmasse

das Verhalten von Luft und Stickstoff ausreichend genau. Dies ist zum Beispiel für druck-
gasbetriebene Kaltgasdüsen und Experimente im luftbetriebenen Überschallwindkanal der Fall.
Die spezifischen Wärmekapazitäten   
ffi 5

ffi
fi

 und   
ffi


ffi
fi

 sowie ihr Verhältnis, der
Isentropenexponent 



 
, sind Konstanten. Die innere Energie  ist



fi
 (2.41)
Im Falle von Luft (     	 ; 2  ;  G ) und Stickstoff (        ; 2  ;  G ) ist    	  , und
die molekulare Viskosität wird mit dem Sutherland Gesetz:
!
!
 
fi
fi
 

"
fi

 
	
fi
 
	 (2.42)
mit
	

    

ffi ,
!

 	   	
 
 

3
fl


und fi       	 ffi berechnet. Der Wärmeleitkoef-
fizient fl wird durch die Prandtlanalogie
fl

 

Pr
! (2.43)
mit konstanter Prandtlzahl Pr   	 festgelegt.
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2.3.2. Chemisches Gleichgewicht
Wenn die Gaseigenschaften und die Gaszusammensetzung im untersuchten Temperatur- und Druck-
bereich merkbar schwanken, ist die Idealgasgleichung nicht mehr ausreichend genau. Ist das
Gasgemisch im gesamten Strömungsfeld im thermochemischen Gleichgewicht, dann sind alle
thermodynamischen Zustandsgrößen Funktionen von Dichte und innerer Energie und können in
zweidimensionalen Gaszustandstabellen abgelegt werden. Düsenströmungen in heißen Düsen mit
Verbrennung werden oft als Gleichgewichtsströmungen behandelt, da die chemischen Reaktio-
nen in sehr kurzer Zeit ablaufen und meist bereits nach Passage der Strömung durch den Düsen-
hals abgeschlossen sind. Für ein Wasserstoff/Sauerstoff-Gemisch mit einem Oxidator/Brennstoff-
Mischungsverhältnis von

&  


 
sind in Abb. 2.1 beispielhaft zwei mit dem Gordon/Mc-
Bride-Programm [53, 54] berechnete Zustandsflächen dargestellt.
0.0x10+00
2.0x10+07
4.0x10+07
ε
[J/
kg
]
2000
4000
T [K]
0.0x10+00
5.0x10+06
1.0x10+07
p [Pa]
5.0x10-05
1.0x10-04
µ
[N
s/m
2 ]
2000
4000
T [K]
0.0x10+005.0x10+061.0x10+07
p [Pa]
Abb. 2.1.: Innere Energie  und molekulare Viskosität !
in Abhängigkeit von Druck und Temperatur für
ein Wasserstoff/Sauerstoff-Gemisch im thermochemi-
schen Gleichgewicht mit
 
&  


 
.
2.3.3. Chemisches Nichtgleichgewicht
In heißen Düsenströmungen mit reagierenden Gasen haben chemische Reaktionen in Wandnähe
einen Einfluß auf die Thermalbelastung der Wand. Um den Einfluß der Wandkatalyzität zu un-
tersuchen, müssen die chemischen Reaktionen und ihre finiten Reaktionszeiten mitberücksichtigt
werden. In dieser Arbeit werden dazu die einzelnen Komponenten (oder Spezies) des Gases als
thermisch perfekt angesehen. Thermische und elektronische Anregung, Ionisation und Stickoxid-
bildung werden nicht berücksichtigt. Für die Enthalpie, die binären Diffusionskoeffizienten, die
Viskosität und die Wärmeleitfähigkeit einer jeden Spezies wird ein Polynomansatz gemacht (s.
Abs. F.3). Für jede Spezies und für das Gemisch gilt die allgemeine Gasgleichung

 
ffi
  
fi (2.44)


ffi

fi
 (2.45)
Enthalpien, innere Energien, und Gaskonstanten addieren sich gewichtet mit den Massenbrüchen
5



 
5
 (2.46)

 

 

 (2.47)
  

   
 (2.48)
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Druck und Dichte werden einfach aufaddiert:

 

 (2.49)
ffi
 
ffi
 
 (2.50)
Die Molenbrüche lassen sich über die Molmassen (s. Tab. F.1) aus den Massenbrüchen berechnen:
   


 

 
 (2.51)
Dabei gilt 	       und

    

 
 
	
A
 

 (2.52)
Die Multikomponentendiffusionskoeffizienten   werden aus den binären Diffusionskoeffizienten
  
 berechnet [47]:
  
 

   
	






 (2.53)
13 Wasserstoff/Sauerstoff-Reaktionen werden berücksichtigt [38], der Stickstoff wird als inertes
Gas behandelt (s. Tab. F.5).
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3.1. Finite Volumenverfahren
Das Strömungsfeld wird zerlegt in Hexaeder-Volumina %  




 (oder Zellen, s. Abb. 3.1), in denen
der Zustandvektor


konstant ist. Das derart gebildete Rechennetz ist durch die Indizes 9 , : und ;
ζ
ξ
η
Abb. 3.1.: Repräsentatives Volumen %  





.
dreidimensional organisiert. Die Indizes folgen den krummlinigen Koordinaten ( , ) und * (s. Abs.
B). Die Transformation des Volumens %  




 in den orthogonalen Rechenraum ergibt einen Würfel
der Kantenlänge eins, d.h.  

 










 
. Wenn die Transportgleichungen in kartesischen
Koordinaten (s. Gl. F.17, F.23, F.24, F.25):
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 (3.1)
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(3.2)
über %  




 integriert werden und das Divergenztheorem von Gauss angewendet wird, ergibt sich:
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(
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ffi
%
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  (3.3)
Bei der Auswertung des Oberflächenintegrals ist darauf zu achten, daß der Oberflächennorma-
lenvektor
ffi

 
immer senkrecht auf der Oberfläche des Volumens %  




 steht und aus dem Volumen
hinauszeigt. Werden die sechs Oberflächen

 
von %
 




 als eben und in Richtung der krummlinigen
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Koordinaten ausgerichtet angenommen und sind die Flußvektoren konstant über die Zellflächen

 
,
läßt sich schreiben:
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Der Vergleich dieser Formulierung mit den transformierten Grundgleichungen aus Abschnitt B.1
verdeutlicht, daß bei der finite Volumen Diskretisierung das Zellvolumen %  




 der Jacobimatrix >
und die Metrikterme den Oberflächennormalenvektoren:
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(3.5)
entsprechen. Der Betrag der Oberflächennormalenvektoren entspricht den zugehörigen Zellflä-
chen.
Um die in abgelösten Düsentrömungen auftretenden Strömungsphänomene (Grenzschichten, star-
ke Expansionen, Verdichtungsstöße, Scherschichten, u.a) behandeln zu können, werden die kon-
vektiven Flüsse in dieser Arbeit mit sehr robusten „upwind“-Schemen berechnet. Die viskosen
Flußdifferenzen werden mit zentralen Differenzen diskretisiert. Diese Diskretisierung ist für die
hier untersuchten Strömungsprobleme numerisch ausreichend genau und stabil.
3.2. „Upwind“-Schemen
Mit Hilfe von “upwind“-Schemen werden die konvektiven Flüsse abhängig von der Ausbreitungs-
richtung der Wellen diskretisiert. Dies macht das numerische Verfahren sehr stabil. Die Eulerglei-
chungen:
(


(
ff
 
(

%
(
(
 
(

&
(
)
 
(

'
(
*

 (3.6)
lassen sich in die quasi-lineare Form umschreiben:
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Dabei sind





,  



,  



die Jacobi-Matrizen der Flußvektoren
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3.2. „Upwind“-Schemen
Wenn die Gasgleichung der Beziehung:


ffi
1



(3.9)
genügt, gilt [55]:
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 (3.10)
Die Eigenvektoren von





beschreiben die Störungsausbreitungsrichtungen in Abhängigkeit
von


. Die zugehörigen Eigenwerte

ergeben sich aus:
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 =
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  (3.11)
Die Linkseigenvektoren

G  
sind:

G      

G  
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 

 (3.12)
und die Rechtseigenvektoren

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sind:
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
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 (3.13)
Die Linkseigenvektoren sind orthogonal zu den Rechtseigenvektoren und werden normalisiert zu:

G
  
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
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 (3.14)
Faßt man die Linkseigenvektoren zeilenweise in Matrix   und die Rechtseigenvektoren spalten-
weise in Matrix

zusammen, gilt daher:
    =
 (3.15)
Da ferner
   


 =
gilt folgt
   


. Ordnet man die Eigenwerte auf der Diagonalen der
Matrix
 
an, läßt sich schreiben:
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Die Änderungen der charakteristischen Variablen 	

& ergeben sich durch Multiplikation der Än-
derung der konservativen Variablen
	


mit der Inversen der Rechtseigenvektormatrix  :
	

&
 

 	
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
 (3.18)
Die eindimensionalen Eulergleichungen:
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lassen sich durch Transformation auf die charakteristischen Variablen voneinander entkoppeln:
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  (3.20)
Die Ausbreitungsrichtung der charakteristischen Variablen !  (oder Riemann-Variablen/Riemann-
Invarianten) wird durch die Eigenwerte   beschrieben. Wellen mit postivem   laufen vorwärts,
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Wellen mit negativem
  
laufen rückwärts. Dementsprechend läßt sich die Eigenmatrix
 
aufteilen
in eine Eigenmatrix der vorwärts und rückwärts laufenden Wellen
   
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  (3.21)
mit
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„Upwind“-Schemen diskretisieren die Differenzen der charakteristischen Variablen getrennt von-
einander je nach Ausbreitungsrichtung immer stromauf.
Bei „upwind“-Schemen unterscheidet man grundsätzlich zwischen „flux vector splitting“ und „flux
difference splitting“-Schemen. Beide Familien enthalten eine Reihe von Schemen verschiedener
Genauigkeit und Robustheit. Es gibt kein optimales „upwind“-Schema für alle in dieser Arbeit
behandelten Strömungsprobleme. Darum wird nun zunächst eine Reihe verschiedener in Frage
kommender Schemen vorgestellt. Die Eigenschaften dieser Schemen werden dann an Hand von
Testfällen überprüft.
3.3. „Flux vector splitting“
Steger und Warming [56] splitten den Flußvektor
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Damit definieren sie ein „flux vector splitting“-Schema (FVS-Schema): Im Überschall gilt
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und im Unterschall gilt
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Um das Schema höherer Ordnung genau zu machen, wird von 9 auf die linke Seite (Index  ) und
von
9
 
 
auf die rechte Seite der Zellfläche bei 9    


extrapoliert (s. Abs. 3.5) und bei der
Flußberechnung  statt 9 und  statt 9     verwendet.
18
3.4. „Flux difference splitting“
3.3.1. FVS-Schema nach van Leer
Die mit dem FVS-Schema von Steger und Warming berechneten Flüsse sind für     keine stetig
differenzierbaren Funktionen der Machzahl [57]. Van Leer schlägt daher ein anderes Aufsplitten
des Flußvektors vor [58]
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Dieses FVS-Schema ist vergleichsweise diffusiv und wird meist in Verbindung mit dem Yee- oder
Roe-Schema an Stellen im Strömungsfeld angewendet, wo erhebliche numerische Diffusion zur
Stabilisierung der Rechnung notwendig ist.
3.4. „Flux difference splitting“
Ein erster Ordnung genaues „upwind“-Schema für die räumliche Diskretisierung von Gleichung
3.20 ist [55]:
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Nach Rücktransformation auf die konservativen Variablen folgt
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3.4.1. Das Schema nach Roe
Durch Austauch der Indizes 9 durch  und 9     durch  läßt sich Gleichung 3.34 zum Roe-Schema
[29] umschreiben:
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Die Strömungsgrößen auf der Zellfläche (Index 9       ) werden Roe-gemittelt [55]:
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Um Schallgeschwindigkeit  und Totalenergie $ berechnen zu können, werden bei Idealgasrechun-
gen zusätzlich die innere Energie  und die turbulente kinetische Energie ; Roe-gemittelt. Bei
Realgas- und Nichtgleichgewichtsrechnungen werden fl und ) (s. Gl. C.11, C.12) gemittelt [59]:
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. Diese Mittelung wurde von Vinokur und Liu [60] für Gleichgewichtreal-
gas hergeleitet. Um Expansionsstöße zu vermeiden und die Stabilität des Verfahrens zu erhöhen,
wird der Betrag der Eigenwerte 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in Gleichung 3.36 mit der Funktion  auf ein Minimum 
beschränkt [61]:
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In der Regel wird  mit einer benutzerspezifizierten Konstante
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3.4.2. HLLE-Schema
Das HLLE-Schema von Einfeldt [30]:
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ist wie das FVS-Schema sehr diffusiv und wird nur in Verbindung mit dem Roe-Schema verwendet.
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3.4. „Flux difference splitting“
3.4.3. MAPS-Schema
Das MAPS- („mach number based advection pressure splitting“) Schema von Rossow [31] basiert
auf den Machzahlen links und rechts von der Zellfläche. MAPS kommt ohne die Transformation
auf die charakteristischen Variablen aus. Es benötigt deutlich weniger Rechenoperationen als das
Roe- oder die Yee-Schemen und ist dabei nur unwesentlich ungenauer. Es ist damit Mitglied einer
neuen Gruppe semi-empirischer, einfacher und unaufwendiger Flußberechnungen (AUSM, CUSP,
E-/H-CUSP, SLIP, USLIP u.a. [62, 63, 64, 65, 66, 67]). Definiert man einen Vektor der advektiven
Größen:
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dann läßt sich der Flußvektor
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in einen advektiven Anteil (Index  ) und in einen Druckanteil
(Index  ) aufspalten:
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Der advektive Anteil

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 
wird aus einem zentralen, einem „upwind“ und einem dissipativen Term
zusammengesetzt:
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Dabei ist
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Der Druckanteil
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wird in einen zentralen und einen „upwind“-Term

&


 



%

 
 

%

F


 



	

%

F
sign 

F



%

 
sign 

 

(3.57)
mit


 





 min1

 

 min1           

 
F




 
 (3.58)
aufgespalten.
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3.4.4. MAPS   -Schema
MAPS hat bei nahezu inkompressibler Strömung verglichen mit dem Roe-Schema zu wenig Dif-
fusion in Querströmungsrichtung. Rossow behebt dieses Problem durch hinzufügen sogenannter
„cross-flow“ Terme [32]. MAPS
D
ergibt sich damit zu:
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3.4.5. TVD-Schema nach Yee und Harten
Yee [59] gibt eine Zusammenfassung von TVD- („total variation diminishing“) Schemen höherer
Ordnung der Form
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Die Zustandsgrößen bei 9    


werden Roe-gemittelt (s. Abschnitt 3.4.1). Um Rechenzeit zu
sparen, werden die Transformationsmatrizen  und    zerlegt (s. Anhang F.4).
Symmetrisches TVD-Schema
Beim symmetrischen TVD-Schema ist


 
D

"

 
 
 
D

"




&
 
D

"
 


&
 
D

"

mod

 (3.61)
mit


&
 
D

"
 


 
D

"



 
D




 

 (3.62)
Auch hier ist 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mit minmod-Operator
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verwendet. Für den Fall 
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mod

 geht das symmetrische TVD-Schema in das erster
Ordnung genaue Roe-Schema (Gl. 3.36) über.
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3.5. MUSCL-Extrapolation
„Upwind“ TVD-Schema
Betrachtet man die Elemente  von
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einzeln, so läßt sich das
„upwind“ TVD-Schema formulieren als
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wird das „upwind“ TVD-Schema in das erster Ordnung genaue Roe-
Schema (Gl. 3.36) überführt.
3.5. MUSCL-Extrapolation
Erster Ordnung genaue Schemen können in Verbindung mit einer Extrapolation der Zustandsgrö-
ßen auf die Zellfläche höherer Ordnung genau gemacht werden. Eine Familie von Extrapolationen
ist unter der Bezeichnung „Monotone Upwind Schemes for Conservation Laws“ (MUSCL) be-
kannt [68]. Die verschiedenen „upwind“-Schemen werden in der Literatur in Kombination mit
speziellen Extrapolationen vorgestellt. Diese Kombinationen von Schemen und Extrapolationen
werden beibehalten.
3.5.1. Extrapolation der konservativen Variablen
Wenn man die Elemente

von
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
einzeln betrachtet, läßt sich die für das FVS- und HLLE-Schema
verwendete MUSCL-Extrapolation anschreiben als [28]:
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mit dem van Albada Limiter (      


) [69]:




 
D

"



 


"





 
D

"


 


"
 



 
D

"
 



 


"
 

 (3.70)
Extrapoliert werden die konservativen Variablen und die turbulente kinetische Energie ; .
3.5.2. Extrapolation der charakteristischen Variablen
Numerische Versuche zeigen, daß die Extrapolation der charakteristischen Variablen sehr gut ge-
eignet ist für gemischte Über-/Unterschallströmungen [70]. Das Roe-Schema in Verbindung mit
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dieser Extrapolation ergibt ein genaues und robustes Schema höherer Ordnung [71]. Zunächst
werden die Differenzen der charakteristischen Variablen (vgl. Gl. 3.18) gebildet:
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Die Transformationsmatrix    wird mit
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und der arithmetisch gemittelten Metrik von 9   
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 gebildet. Die Differenzen werden limitiert:


&
 
D

"
 lim

minmod 


&
 
D

"

	


&
 


"

(3.73)


&
 


"
 lim

minmod 


&
 


"

	


&
 
D

"

(3.74)
wobei
	




 


(3.75)
ist. Für
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ergibt sich ein dritter Ordnung genaues Schema.    gibt Fromms Schema
und      gibt ein zweiter Ordnung genaues volles „upwind“-Schema. Mit den limitierten Dif-
ferenzen wird nun ausgehend vom Zellmittelpunkt an die linke und rechte Zellfläche extrapoliert
und auf die konservativen Variablen zurücktransformiert:
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Die Transformationsmatrix

wird ebenfalls mit
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und der arithmetisch gemittelten Metrik von
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 gebildet. An Diskontinuitäten liefert der minmod-Operator  und es ergibt
sich
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erster Ordnung genau.
3.5.3. Extrapolation der primitiven Variablen
Für die MAPS-Schemen werden die primitiven Variablen

 von links und rechts auf die Zellfläche
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extrapoliert [65]
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Der Limiter von Jameson mit der Erweiterung von Radespiel [65]
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vermindert die Ordnung der Extrapolation an Diskontinuitäten. $  und $  können benutzt werden,
um in Gebieten mit geringer Machzahl oder geringen Druckdifferenzen die Ordnung unabhängig
von der Basislimiterfunktion generell hochzuschalten.      


verhindert Division durch Null.
 sollte zwischen   und  und * sollte zwischen  und   liegen. fl  

regelt die Diffusion vierter
Ordnung und sollte kleiner gleich  

sein.
3.6. Stabilität an starken Stößen
Alle hier vorgestellten „upwind“-Schemen wurden für das eindimensionale Riemann-Problem her-
geleitet. An verschiedener Stelle wird gezeigt, daß die Roe, Yee und Harten „flux difference
splitting“-Schemen bei mehrdimensionalen Problemen an starken Stößen die „grid aligned“ sind,
also Netzlinien folgen, numerisch instabil werden können [34, 35, 73, 74]. Wegen mangelnder
numerischer Stabilität in Querströmungsrichtung beult sich der starke Stoß aus. Dieses Problem
wird oft auch als „carbuncle“-Phänomen bezeichnet.
Wenn die minimale numerische Diffusion generell angehoben wird (größeres 	 in Gl. 3.46) läßt
sich die Lösung an starken Stößen stabilisieren. Abseits der starken Stöße ist das numerische
Verfahren jedoch auch ohne die zusätzliche numerische Diffusion stabil. Die größere numerische
Diffusion verschlechtert hier unnötig die Lösung. Dies läßt sich für Grenzschichten vermeiden
wenn
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skaliert wird [59].
3.6.1. Spektralradius-Korrektur
Die Schranke
	
wird mit dem Verhältnis der Spektralradien skaliert [75]:
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um die minimale Diffusion von den lokalen Strömungseigenschaften abhängig zu machen.
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3.6.2.   -Korrektur
Eine sehr elegante Korrektur wurde von Morano entwickelt [34, 35]. Sie berechnet  in Gl. 3.45
aus den Differenzen der Eigenwerte:
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Von allen hier vorgestellten Korrekturen fügt die )  -Korrektur numerische Diffusion am lokalsten
hinzu. Sie „verschmiert“ die Lösung darum am wenigsten und liefert die schärfsten Strömungsbil-
der.
3.6.3. Umschalten des Schemas
An starken Stößen kann auf ein diffusiveres Schema umgeschaltet werden. Quirk [73] wechselt
vom Roe-Schema auf das HLLE-Schema, wenn gilt:
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Die Konstante  muß so festgelegt werden, daß das diffusivere Schema nur in den gewünschten
Gebieten zur Anwendung kommt. Schröder [24] schaltet vom symetrischen TVD-Schema auf das
van Leer-FVS-Schema um, wenn gilt:
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3.7. Berechnung der konvektiven Flüsse der
Turbulenzgleichungen und Speziesgleichungen
3.7.1. Erster Ordnung „upwind“
Ein extrem stabiles, erster Ordnung genaues „upwind“-Schema, das die Positivität der transpor-
tierten Größen garantiert ist [76]:
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Die Zustandsgrößen bei 9    


werden arithmetisch gemittelt.
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3.8. Berechnung der viskosen Flüsse
3.7.2. Flußberechnung analog zum symmetrischen TVD-Schema
Rein formell läßt sich das symmetrische TVD-Schema (s. Abs. 3.4.5) auf die Turbulenz- und
Speziesgleichungen übertragen [39]:
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Die Zustandsgrößen bei 9    


werden Roe-gemittelt. Dieses Schema ist genau, aber wenig stabil.
Die Positivität der transportierten Größen wird oft verletzt.
3.7.3. Larrouturou-Schema
Larrouturou schlägt ein Schema vor, das die Positivität der transportierten Größen garantiert [33]:
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 ffi
$

diskr wird dem diskretisierten, konvektiven Flußvektor der Grundströmungsgleichungen ent-
nommen (erstes Element). Die Zustandsgrößen  H


werden MUSCL-extrapoliert (vgl. Abs. 3.5.2).
Mit  ffi
$

diskr wurden auch Schemen analog zum symmetrischen und „upwind“ TVD-Schema
gebildet. Keines dieser Schemen kam bei chemischen Nichtgleichgewichtrechnungen erfolgreich
zum Einsatz. Die MUSCL-Extrapolation der Spezieskonzentrationen bietet den Vorteil, daß die
zwei Forderungen 	      und   
 

auf die extrapolierten Massenbrüche angewandt werden
können. Offenbar stabilisiert dies die Rechnung.
3.8. Berechnung der viskosen Flüsse
Die viskosen Flüße (Gl. B.15, B.16, B.17) werden zweiter Ordnung genau diskretisiert. Für die
Berechnung der inneren Ableitungen (s. Gl. B.18) nach dem finite Volumen Ansatz wird das Kon-
trollvolumen auf die Mitte der Zellfläche verschoben (s. Abb. 3.2). Zustandsgrößen, Metrik und
i+1,j +Q i+1,j+1)+Q0.25(Q i,j +Q i,j+1
)
0.25(Q i,j +Q i,j-1
i+1,j+1/2+Ai,j+1/20.5(A
i+1,jQ
i+3/2,ji+1/2,j0.5(Ai-1/2,j +A i+1/2,j )0.5(A +A )
i,jQ
+Q
i+1,j+1/2AA
i+3/2,j
i,j+1/2
i,j+1Q Q i+1,j+1
i+1/2,ji-1/2,j AAA
Q
i,j-1/2 )+A0.5(A i+1,j-1/2
i+1,j +Q i+1,j-1 )
i,j-1/2A
i+1,jQi,j
A i+1,j-1/2
i+1,j-1i,j-1 QQ
Abb. 3.2.: Kontrollvolumen für finite Volumen Diskretisierung
der inneren Ableitungen der viskosen Flüsse.
Zellvolumen werden arithmetisch gemittelt.
27
4. Randbedingungen
Die Düsenströmung wird von der Zuströmung aus der Brennkammer, von der Düsengeometrie,
von der Beschaffenheit der Düsenwand und vom Umgebungszustand bestimmt. Alle diese „Rand-
bedingungen“ müssen auch in der Nachrechnung vorgeschrieben werden, damit die Numerik ein
im Rahmen der gemachten Annahmen richtiges Strömungsbild liefert.
Das für diese Arbeit verwendete Rechenverfahren ist zweiter Ordnung genau und benötigt daher
zwei Randzellen. In diesem Kapitel haben die Randzellen die Indizes   und    und die angren-
zenden Zellen im Rechenraum die Indizes  und   .
4.1. Wand
Die von der Strömung auf die Düsenwand ausgeübten aerodynamischen Kräfte und die Thermal-
belastung der Wand sind von großem Interesse bei der Düsenauslegung. Daher ist die genaue
Behandlung der Wandrandbedingungen wichtig. Auf der Wand ist die Strömungsgeschwindigkeit
Null. Im verwendeten Rechenprogramm hat die Randzelle    bei Wänden die Dicke Null; sie
liegt also direkt auf der Wand. Daher können alle bekannten Wandgrößen direkt vorgeschrieben
werden:
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  (4.1)
Der Geschwindigkeitsgradient an der Wand ist nicht Null. Unter der Annahme, daß die zweite
Ableitung des Geschwindigkeitsgradienten in Wandnormalenrichtung Null ist (dies stimmt auf
Netzen mit guter Auflösung in Wandnähe näherungsweise), läßt sich weiterhin:
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 (4.2)
vorschreiben. Die Auswertung des Impulssatzes zeigt, daß der Druckgradient in Wandnormalen-
richtung in erster Näherung Null ist:
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 (4.3)
Die Wanddruckverteilung und der Geschwindigkeitsgradient an der Wand (die Reibungskräfte) be-
stimmen die aerodynamische Belastung der Düsenwand. Das turbulente Grenzschichtprofil wird
von den Wandrandbedingungen für die turbulenten Größen festgelegt. Auf der Wand sind die tur-
bulenten Schwankungsgeschwindigkeiten und damit auch die turbulente kinetische Energie Null:
;



  (4.4)
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4.1. Wand
Jede technische Wand ist rauh [77]. Wilcox berücksichtigt dies in seinem ; - * -Modell durch ein
endliches * auf der Wand [78]:
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Dabei ist
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mit ; DF
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F ; #" ist die Reibungsgeschwindigkeit (s. Gl. D.9). Wenn genaue Wär-
melastvorhersagen gemacht werden sollen, muß die Rauhigkeit der Düsenwand vermessen und in
der Nachrechnung vorgeschrieben werden. Eine Untersuchung des Einflußes der Wandrauhigkeit
findet sich in Abschnitt 7.2.2. Bei komplexen, dreidimensionalen Geometrien ist diese Randbe-
dingung von Vorteil, da der Wandabstand nicht benötigt wird. Wände mit ;
D
F


sind hydraulisch
glatt, Wände mit ; DF
 

sind rauh [46]. Bei einer perfekt glatten Wand gilt, wenn der Wandab-
stand

	
gegen Null geht [78]:
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Wilcox schlägt vor, dieses * in Zelle  vorzuschreiben und * dann in die Zelle    zu extrapolieren.
Vergleichsrechnungen zeigen, daß beide Randbedinungen hinsichtlich Reibungsbeiwert und Ab-
lösung identische Ergebnisse liefern, wenn ;
D
F klein genug gewählt wird. Die turbulenten Größen
werden linear in die Zelle   extrapoliert:
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Wenn die chemischen Reaktionen in der Düsenströmung mitberücksichtigt werden, muß auch die
Katalyzität der Wand als Randbedingung vorgeschrieben werden. An katalytischen Wänden gilt
die Beziehung [79]:
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Der Rekombinationskoeffizient   an der Wand muß für jede Spezies experimentell bestimmt wer-
den. Vollkatalytische Wände (      ) müssen eine bis zu zweimal größere Wärmelast ertragen als
nicht-katalytische Wände (     ) [47]. Die Massenbrüche werden gesetzt zu:
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Bei der Auslegung von nicht gekühlten Düsenwänden ist die adiabate Wandtemperaturverteilung
von großem Interesse. An adiabaten, nichtstrahlenden Wänden gilt die Beziehung [47]:
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Die Wandtemperatur berechnet sich damit zu:
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An isothermen Wänden interessiert der Wandwärmestrom. Die Wandtemperatur wird vorgeschrie-
ben:
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Der Temperaturgradient in Wandnähe bestimmt den Wandwärmestrom. Wiederum unter Annahme
einer ausreichenden Netzfeinheit in Wandnähe kann
( 
fi
 ( 	 
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angenommen werden. Damit
gilt:
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4.2. Einströmrand
Der Zustand der Strömung kurz stromab der Einspritzelemente in der Brennkammer ist bei Düsen
mit Verbrennung nur mit einigem Aufwand zu bestimmen. Das subsonische Flächenverhältnis
der Düse legt die Einströmmachzahl fest (Gl. A.4). Für den Einströmturbulenzgrad werden in
dieser Arbeit meist ad hoc-Annahmen gemacht. Aus dem Turbulenzgrad läßt sich die turbulente
kinetische Energie berechnen:
;




Tu





 (4.17)
Mit dem charakteristischen turbulenten Längenmaßstab G H läßt sich die turbulente Dissipation an-
geben zu:
* 

 
;




fi
GIH
 (4.18)
Bei Brennkammern wird typischerweise der Durchmesser eines Einspritzelementes als
G H
ange-
nommen. Die Definition von turbulenter Machzahl 
H
 und  !
H

!

 am Einströmrand stellt
eine andere Möglichkeit der Definition der turbulenten Größen dar. Es folgt:
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Eine sinnvolle Variation der turbulenten Einströmgrößen hilft, ihren Einfluß auf das Gesamter-
gebnis der Lösung abzuschätzen. Der Einströmrand wird als Überschallrandbedingung behandelt.
Alle Zustandsgrößen werden direkt vorgeschrieben. Stromaufwandernde Schallwellen können den
Einströmrand nicht passieren.
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4.3. Fernfeldrand
4.3. Fernfeldrand
Der Umgebungszustand im Unendlichen ist immer genau bekannt. Die Reibungskräfte am Düsen-
strahlrand beschleunigen das umgebende Gas. Dies bewirkt einen Abfall des statischen Druckes
am Strahlrand und ein Ansaugen von Gas aus der näheren Umgebung. Da der Rand des Re-
chengebiets nicht ins Unendliche verlegt werden kann, ist der Strömungszustand am Rand des
Rechengebietes (Fernfeldrand) abhängig vom Umgebungszustand und von der Düsenströmung.
Die Fernfeldrandbedingung bestimmt in entscheidender Weise die Lösung und hat (s. Abs. E.2)
einen starken Einfluß auf die Konvergenzgeschwindigkeit des Rechenverfahrens.
4.3.1. Eindimensionale charakteristische Randbedingung
Für die in Abschnitt F.7.1 beschriebene eindimensionale, instationäre, nichtreflektierende Randbe-
dingung von Giles [80, 81, 82] werden zunächst die Störgrößen in Bezug auf den Umgebungszu-
stand ermittelt:
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Aus den Störgrößen lassen sich die lokalen charakteristischen Variablen berechnen:
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Bei Unterschalleinströmung werden   bis  7 zu Null gesetzt. Bei Unterschallausströmung wird 

zu Null gesetzt. Danach wird rücktransformiert:
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4.3.2. Zweidimensionale charakteristische Randbedingung
Für die in Abschnitt F.7.2 beschriebene zweidimensionale, stationäre, charakteristische Einström-
randbedingung [80, 81, 82] werden die charakteristischen Variablen am Rand Fourier-zerlegt.
Durch Vorschreiben von Fourier-Mode 0 wird der Einströmung eine bestimmte gemittelte Tota-
lenthalpie und Entropie aufgeprägt. Nur die höheren Moden der charakteristischen Variable  
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werden gemäß dem nichtreflektierenden Ansatz behandelt. Die höheren Moden der Variablen  
und  7 werden derart aus   berechnet, daß gewünschte durchschnittliche Einströmdaten (Totalent-
halpie, Entropie und Einströmwinkel) angestrebt werden. Die Randbedingung arbeitet iterativ und
wird erst bei Konvergenz des Rechenverfahrens erfüllt.
Um die Störgrößen berechnen zu können, müssen zunächst die Durchschnittsgrößen am Rand
ermittelt werden. Da die Eulergleichungen nichtlinear sind, liefern die arithmetisch gemittelten
primitiven Variablen inkonsistente abgeleitete Größen. Die arithmetische Mittellung der Fluß-
komponenten:
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liefert konsistentere Mittelwerte. Aus den so gemittelten Flüssen lassen sich gemittelte Zustands-
größen rekonstruieren
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Nun können die Störgrößen
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und die charakteristischen Variablen für jede Zelle : (    :  3 ) berechnet werden
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4.3. Fernfeldrand
Da die charakteristischen Variablen als Störungen von den Mittelwerten berechnet werden, ist

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 errechnet sich aus dem nichtreflektierenden Ansatz
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Danach wird   rücktransformiert
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Der Mode 0, d.h. der Durchschnittswert am Rand, wird nicht behandelt. Da die Moden  3


 
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
;


 
und    ;  3



  komplex konjugierte Paare formen, ist die Behandlung einer
der beiden Hälften ausreichend.
Um am Rand einen durchschnittlichen Einströmzustand, definiert durch eine isentrope, isenthalpe
Entspannung von einem ruhenden Umgebungszustand (Index „amb“) zum Einströmrand, zu hal-
ten, werden drei Residuen definiert, die mittels eines Newton-Schrittes zu Null getrieben werden:
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
 beschreibt die Entropiedifferenz zwischen Umgebung und Einströmrand. Mit   kann ein
bestimmter Einströmwinkel  in forciert werden.

7 ist ein Maß für den Unterschied in der Tota-
lenthalpie zwischen Einströmrand und Umgebung. Multiplikation der Matrizen:


F


F
"

F




(








7

(
 ffi 

  	


 




   

 ffi





in ffi









ffi

ffi  





 (4.53)
und
(
 ffi 

  	


(








7


 






A
"



A
"
 



A



A

 







(4.54)
ergibt
(








7

(








7


 

   
  





in









 
 




 (4.55)
mit





 und     


. Der Newton-Schritt:
 






7


 
(








7

(








7

 

	


	


	

7




 (4.56)
33
4. Randbedingungen
aufgelöst nach den Änderungen der Durchschnittswerte (Mode 0) der charakteristischen Variablen,
ergibt:
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Die Änderung der charakteristischen Variable   , bedingt durch den nichtreflektierenden Ansatz in
den höheren Fourier-Moden, ist:
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Diese Differenz läuft bei Erreichen des „steady-state“ gegen Null. Die Änderungen der charakte-
ristischen Variablen
	

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und
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werden so bestimmt, daß die lokale Entropie und Totalenthal-
pie den Durchschnittswerten möglichst nahe kommt. Dies wird wiederum durch einen Newton-
Schritt, bei dem die lokalen Residuen
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(4.60)
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gegen Null getrieben werden
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realisiert. Durch Umformung folgt
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Giles empfiehlt an dieser Stelle aus Gründen der numerischen Stabilität eine Unterrelaxation mit
dem Faktor ' beim „update“ der charakteristischen Variablen [82]
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Numerische Experimente zeigen jedoch, daß für '

  der gewünschte, durchschnittliche Ein-
strömzustand nicht mit ausreichender Genauigkeit gehalten wird. Das „update“ wird daher als
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4.3. Fernfeldrand
mit '

  durchgeführt. Wenn die Einströmung im Mittel den Vorgaben genügt (      

7

 ), dann ist 	    	    	  7   , und es wirkt nur der zweidimensionale nichtreflektierende
Teil. Wird
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zu Null gesetzt, so ergibt sich eine die Durchschnittswerte
haltende eindimensionale nichtreflektierende Randbedingung. Die neuen Randwerte folgen durch
Rücktransformation der charakteristischen Variablen auf die Störgrößen
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Diese Randbedingung wurde aus den linearisierten Eulergleichungen abgeleitet und gilt nur in
Gebieten niedriger Strömungsgeschwindigkeit, in denen viskose Effekte vernachlässigbar sind.
Diese Forderungen lassen sich durch eine geschickte Plazierung des Fernfeldrandes in der Regel
erfüllen.
4.3.3. Isentrope, isenthalpe Einströmung
Bei isenthalper Strömung gilt:
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Damit läßt sich die Temperatur und, unter Annahme von Isentropie, auch die Dichte am Rand
berechnen
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 (4.73)
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Der Druck  folgt aus der Zustandsgleichung.  und  werden extrapoliert.
4.3.4. Eindimensionale charakteristische Randbedingung für
Realgas
Der erste Hauptsatz der Thermodynamik für bewegte Systeme:
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läßt sich mit:
ffi
$

ffi

 
ffi
$
kin (4.76)
ffi
!



ffi
 
ffi


ffi

ffi
ffi (4.77)
ffi


 



 
ffi









 
ffi
ffi (4.78)
35
4. Randbedingungen
und der Definition der Schallgeschwindigkeit (Gl. C.13) umschreiben zu:
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Aus der Änderung des Wärmeinhalts werden Entropieänderung:
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und Enthalpieänderung:
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abgeleitet. Mit den über den Einströmrand arithmetisch gemittelten Zustandsgrößen und:
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lassen sich drei Residuen für Entropie-, Einströmwinkel- und Enthalpiedifferenz definieren
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Im Folgenden wird davon ausgegangen, daß die Randbedingung in einem Teil des Strömungsfel-
des verwendet wird, wo alle Störungen gegenüber dem ruhenden Umgebungszustand gering sind,
und daß daher die in Abschnitt 4.3.1 für Idealgas hergeleiteten Beziehungen weiterhin gültig sind.
Durch Multiplikation von Matrix 4.82 mit
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(s. Gl. 4.54), Matrixinver-
sion und Einsetzen in die Newton-Iteration (s. Gl. 4.57), entsteht:
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Die Änderungen   



7 werden zu  



7 hinzuaddiert. Der Rand soll ein Unterschalleinströmrand
sein. Daher gilt  



7
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
und  



7




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
7
. Wenn die Residuen  



7 gegen Null gehen,
ergibt sich die eindimensionale, nichtreflektierende Randbedingung. 

wird lokal berechnet (s.
Gl. 4.27-4.30):
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Die Rücktransformation von  


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7

 (s. Gl. 4.31-4.34) gibt die Änderungen in den Variablen ffi ,  ,
 und  .
4.3.5. Isentrope, isenthalpe Einströmung für Realgas
Die Enthalpie- und Entropiedifferenz (s. Gl. 4.81, 4.80) zur Umgebung soll Null sein:
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Diese Gleichung läßt sich umformen zu:
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Daraus folgt:
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4.3.6. Turbulenz- und Speziesgleichungen
Weil das Gas in der Umgebung ruht, ist eine Definition von ; über den Turbulenzgrad nicht mög-
lich. Daher wird der Weg:
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gewählt. Bei Einströmung wird:
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gesetzt und bei Ausströmung wird konstant extrapoliert:
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4.4. Ausströmrand
Am Ausströmrand verläßt der Überschalldüsenstrahl das Rechengebiet. Im Strahl selbst wandern
alle Wellen in Strömungsrichtung. Hier ist die Extrapolation aller Strömungsgrößen aus dem Re-
chengebiet hinaus angebracht. Das angrenzende Unterschallgebiet stellt jedoch ein Problem dar.
Der Umgebungszustand ist bekannt, kann aber nicht direkt vorgeschrieben werden, da dies Ein-
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und Ausströmung verhindern würde. Im Folgenden werden mehrere mögliche Ausströmrandbe-
dingungen vorgestellt. Unabhängig davon wird für die Turbulenz- und Spezieszustandsgrößen
ein sehr robuster und einfacher Ansatz gemacht. Bei Rückströmung wird der Umgebungszustand
vorgeschrieben:
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bei Ausströmung wird konstant extrapoliert:
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4.4.1. Konstante Extrapolation
Die Grundströmungszustandsgrößen werden konstant aus dem Rechengebiet in die Randzellen
extrapoliert
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4.4.2. Ausströmrandbedingung nach Bayliss und Turkel
Bei Überschall wird konstant extrapoliert (s. Abs. 4.4.1). Bei Unterschall wird die eindimensio-
nale, charakteristische Randbedinung von Hayder und Turkel [83] verwendet. Dabei werden die
charakteristischen Variablen:
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betrachtet. Bei Ausströmung wird:
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und bei Einströmung wird:
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38
4.5. Symmetrie
gesetzt. Anschließend werden die charakteristischen Variablen rücktransformiert:
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Die beschriebene Randbedingung erweist sich hinsichtlich Konvergenz und Robustheit als gut ge-
eignet für das Problem des austretenden Düsenstrahls. Die nichtreflektierenden Randbedingungen
von Scott-Hankey [83] (eindimensional) und Giles [80] (zweidimensional) erweisen sich als un-
geeignet.
4.4.3. Ausströmrandbedingung nach Rudy und Strikwerda
Bei Überschall wird konstant extrapoliert (s. Abs. 4.4.1). Bei Unterschall wird die Beziehung [84]:
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mit frei wählbarem Unterrelaxationsfaktor  verwendet. Diskretisiert und nach 

aufgelöst, ergibt
sich:
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Bei isentroper und isenthalper Zustandsänderung vom Ausströmrand zum Umgebungszustand (s.
Gl. 4.74) folgt
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,  und fi werden aus dem Feld extrapoliert, ffi wird aus der Zustandsgleichung berechnet.
4.5. Symmetrie
In axialsymmetrischen Rechnungen ist das Strömungsfeld rotationssymmetrisch. Die erste Ablei-
tung aller Zustandsgrößen an der Symmetrieachse ist Null. Dies entspricht einer Spiegelung der
Zustandsgrößen aus dem Rechengebiet in die Randzellen. Da der Geschwindigkeitsvektor eine
gerichtete Größe ist, tauscht bei der Spiegelung die zur Symmetriefläche mit dem Einheitsnorma-
lenvektor
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normale Geschwindigkeitskomponente das Vorzeichen:

 




 





 



 

 
 und

 




 




 


 

 

 (4.122)
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5. Lösungsverfahren
5.1. Linearisierung
Alle drei Gleichungssysteme (Gl. B.6, B.9 und B.10) lassen sich in die Form
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 (5.1)
umschreiben. Dabei ist

& die Summe aller Flußvektordifferenzen und Quellterme und
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
der
konservative Zustandsvektor des jeweiligen Gleichungssystems. Die Zeitableitung in Gleichung
5.1 wird mit einem impliziten Euler-Verfahren diskretisiert:
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ist der Zeitschrittindex. Der Zustandsvek-
tor am neuen Zeitschritt
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wird durch Newton-Iteration (Iterationsindex " ) des Residuums
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der Gleichung 5.2 bestimmt. Die Linearisierung von
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erfolgt nach den Linearisierungsvariablen
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. Gleichung 5.2 eingesetzt in Gleichung 5.3 ergibt die Iterations-
prozedur:
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Wenn stationäre Lösungen gesucht werden, kann der Term
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vernachlässigt werden. Bei
der Beschreibung von Gleichung 5.5 haben sich die Begriffe „linke Seite“:
 

ff
(


( 

 
(

&
( 

(5.7)
und „rechte Seite“:
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5.2. Diskretisierung der „linken Seite“
eingebürgert. Die Ableitungen des Zustandsvektors


, der Flußvektoren und der Quellterme fin-
den sich in Abschnitt C. Der Zeitschritt

ff
wird global oder lokal aus dem auf drei Dimensionen
erweiterten CFL-Kriterium:
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mit der CFL-Zahl CFL ermittelt. Das Gleichungssystem 5.5 wird im Falle der Navier-Stokes Glei-
chungen mit einer Linien Gauss-Seidel Relaxation und im Falle der Turbulenz- und der Spezies-
gleichungen mit einer Punkt Gauss-Seidel Relaxation gelöst. Bei abgelösten Düsenströmungen ist
die Machzahl in der Umgebung sehr gering. Das resultierende Eigenwertsystem     ,     ,

7


,



 

,




 
 ist dort sehr steif, und die Konvergenzrate ist schlecht. „Pre-
conditioning“ [85, 86] skaliert alle Eigenwerte auf die gleiche Größenordnung und könnte so die
Konvergenz des hier beschriebenen Lösungsverfahrens beschleunigen.
5.2. Diskretisierung der „linken Seite“
Diskretisiert man die Gleichungssysteme B.6, B.9 und B.10 gemäß dem finite Volumenansatz (s.
Gl. 3.4) und setzt sie danach in Gleichung 5.5 ein, so ergibt sich ein Gleichungssystem der Form:
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Aus Gründen der Übersichtlichkeit wurde dabei auf die Darstellung der Flüsse in ) - und * -Richtung
verzichtet. Die konvektiven Flüsse der linken Seite werden mit dem Roe-Schema (s. Gl. 3.36):
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erster Ordnung genau berechnet. Ihr totales Differential ist:
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Das Subskript
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 gibt an, daß die Metrik der Zellfläche bei 9    


verwendet wird. Die
Zustandsgrößen bei 9    
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werden arithmetisch gemittelt. Nun läßt sich der Ausdruck:
(


%
 
D

"


%
 


"

( 

 
 (5.13)
41
5. Lösungsverfahren
in Gleichung 5.10 ersetzen durch:
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Der Term:
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wird vernachlässigt. Die Jacobi-Matrix
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 findet sich in Abschnitt C.5. Die Dissipationsma-
trix 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In der Regel genügt die alleinige Berücksichtigung des größten Eigenwertbetrages („Spektralradius“-
Ansatz)   max    
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Der „Spektralradius“-Ansatz verschlechtert in den vorliegenden Untersuchungen die Konvergenz-
rate, macht das Verfahren aber stabiler. Für die viskosen Flußvektoren wird der „thin-layer“-
Ansatz verwendet. Die bei der Linearisierung entstehenden Glieder:
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sind daher nur von

 und
( 
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(
( abhängig. Der Rechenaufwand ist geringer als bei Verwendung
der vollen Flußvektoren. Die Diskretisierung ist zweiter Ordnung genau. Der Term:
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5.3. Linien Gauss-Seidel Relaxation
in Gleichung 5.10 läßt sich umschreiben zu:
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Die für die Bildung der viskosen Jacobi-Matrizen benötigten Zustandsgrößen bei 9    


werden
ebenfalls arithmetisch gemittelt. Nur die „rechte Seite“ bestimmt die Genauigkeit der konvergier-
ten Lösung. Die erster Ordnung genaue Diskretisierung in Verbindung mit dem „Spektralradius“-
Ansatz für die Dissipationsmatrix auf der linken Seite stärkt die Hauptdiagonale der Lösungsmatrix
und macht das Verfahren robust. Gleichung 5.14 und 5.22 eingesetzt in Gleichung 5.10 ergibt das
zu lösende Gleichungssystem:
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5.3. Linien Gauss-Seidel Relaxation
Die Grundströmungsgleichungen werden mit einem Linien-Verfahren iterativ (Iterationsindex " )
abwechselnd entlang von 9 , : und ; -Linien gelöst. Im Falle der 9 -Linie wird Gleichung 5.23
umgeschrieben zu:
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und mit dem Thomas-Algorithmus [87] gelöst.
5.4. Punkt Gauss-Seidel Relaxation
Die Turbulenz- und Speziesgleichungen werden mit dem Punkt-Verfahren:
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iterativ gelöst. Pro Iteration und Zelle ist eine Matrixinversion notwendig. Die Laufrichtung wird
nach jeder Iteration geändert.
43
6. Netzgenerierung
6.1. Anforderungen
Die angegebene Genauigkeit der Diskretisierung wird nur erreicht, wenn das Rechennetz äquidi-
stant und orthogonal ist. Auf krummlinigen Netzen ist die Lösung genauer, wenn das Längenver-
hältnis von zwei aufeinanderfolgenden Zellen dichter an 1 liegt und wenn die Netzlinienschnitt-
winkel dichter an


 liegen (s. Abb. 6.1). In all den Bereichen wo die Zustandsgrößen starke
2Zellängenverhältnis f=
Netzlinienschnittwinkel
h
1b
2h
1h
1h
h
b
1
1Streckung=
Abb. 6.1.: Bezeichnungen für die Beurteilung der Güte des Re-
chennetzes.
Gradienten aufweisen, muß das Rechennetz verfeinert werden. Eine konstante Genauigkeit im
gesamten Rechenraum wird erreicht, wenn die Änderungen der Zustandsgrößen über alle Zellen
gleich groß sind. Starke Gradienten liegen in Grenzschichten, Scherschichten und Stößen vor. Bei
turbulenten Rechnungen muß zusätzlich darauf geachtet werden, daß die laminare Unterschicht
( /
D

 ) mit einigen Zellen hinreichend aufgelöst wird.
6.2. Streckungsfunktionen
In dieser Arbeit werden vier Streckungsfunktionen für die Netzgenerierung vewendet. Einige der
Streckungsfunktionen benötigen eine Nullstellensuche. Hierfür wird die „regula falsi“ [88] be-
nutzt.
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6.2. Streckungsfunktionen
6.2.1. Verteilung 1
Wenn die Dicke der wandnächsten Zelle
	
min, das maximale Zellängenverhältnis
&
, die gesamte
zu überbrückende Länge  und die Anzahl der Punkte 3     gegeben sind (s. Abb. 6.2), wird wie
folgt vorgegangen. Das lokale Zellängenverhältnis
1
wird an den Punktindex : (   :  3     )
j−1
min L y
F=
δ
j=0 1 2 N+1
0
j
j =
y2 f yj−1− yj−2
y
0
y
−
y
y
1−
y −1
Abb. 6.2.: Bezeichnungen bei Verteilung 1.
gekoppelt:
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Dabei wird  iterativ so ermittelt, daß die Folge:
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die Bedingung /
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D

 
erfüllt.
6.2.2. Verteilung 2
Die Dicke der ersten Zelle

. und die zu überbrückende Länge  sind bekannt. Die Koordinaten
der Punkte : (   :  3     ) werden gesetzt zu:
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Der Faktor  wird so bestimmt, daß .

D

 
.
6.2.3. Verteilung 3
Gegeben sind die zu überbrückende Länge  , die Anzahl Punkte 3     sowie die Zelldicke am
Anfang
	
 und am Ende
	
  von

. Die Punkteverteilung ist:
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 wird über die Randbedingung .

D

  bestimmt.
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6. Netzgenerierung
6.2.4. Verteilung 4
Gegeben sind die zu überbrückende Länge  und die Anzahl Punkte 3     . Eine symmetrische
Verteilung ergibt sich für
(
.
(
:

 
  :
 
3
 
 
(6.10)
oder
.
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6.2.5. Koppelung der x-Zellverteilung an die Konturkrümmung
Gegeben sind die maximale Anzahl Punkte 3     , die Kontur   .

, das Verhältnis der längsten
zur kürzesten Zelle
&
und ein Abschwächungsfaktor
1
. Die Konturkrümmung:
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wird arithmetisch über die gesamte Konturlänge gemittelt. Mit der gemittelten Konturkrümmung fl
werden eine obere und eine untere Schranke für die Konturkrümmung berechnet, um das Verhältnis
&
einzuhalten:
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Die Schrittweite entlang der Kontur (  fl    .      

wird an die Konturkrümmung gekoppelt:
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und mit  so skaliert, daß für :  3     das Konturende erreicht wird.
6.3. Einfache Geometrien
Bei einfachen Geometrien (ebene Platte, Zylinder, Rampe, u.a.) wird die Punktverteilung in wand-
normaler Richtung mit Verteilung 1, die Punktverteilung in Strömungsrichtung mit Verteilung 2
oder mit der Funktion /   :

erzeugt.
6.4. Zweidimensionale Düsennetze
Bei der hier verwendeten Netztopologie wird die Düsenwanddicke zu Null angenommen. Simula-
tionen abgelöster Düsenströmungen können so mit 2 Blöcken durchgeführt werden (s. Abb. 6.3).
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6.5.     -Segment Netz für dreidimensionale Düsenrechnung
Koppelung an
Konturkrümmung
Verteilung am Düsenende und
äquidistanter Verteilung
r−Verteilung gemischt aus
äq
ui
di
sta
nt
e
V
er
te
ilu
ngab Düsenende
Düsenende
x:
r:Verteilung 1
Blockgrenze
x:Verteilung 2
r:
V
er
te
ilu
ng
 2
x:Verteilung 2
r:
V
er
te
ilu
ng
 2
Parabel als
Block 1
Block 2
Abb. 6.3.: Blockverteilung und verwendete Streckungsfunktio-
nen bei Standard 2-Block Düsenrechnung.
Der Einfluß der Konturdicke oder des Konturabschlußradius auf die Einströmung aus der Umge-
bung und damit auf das Ablöseverhalten wird in dieser Arbeit nicht untersucht. Alle Netzlinien
sind .  
 	
fl
ff
 Linien. Eine Zellverdichtung am Düsenende wird nicht vorgenommen. Ein großes

.



-Verhältnis der Zellen am Ausströmrand dämpft Störungen in . -Richtung und verbessert
die Konvergenz. Orthogonalere Netze in der Düse lassen sich durch Verwendung einer Parabel-
funktion:
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oder einer Kreisfunktion:
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mit 


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.
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
 

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 
und   . 
 





, die beide senkrecht auf Wand und Achse
treffen, erzielen (s. Abb. 6.4).  und  werden am Startpunkt der Netzlinie auf der Wand berechnet.
Abb. 6.4.: Radiale Netzlininen mit .  
 	
fl
ff
 (links) und Para-
belfunktion (rechts) erstellt.
Jede Konturstufe mit Filmeinblasung benötigt einen weiteren Block. Die Zellverteilungen in ra-
dialer und axialer Richtung an den Konturstufen werden mit Verteilung 3 festgelegt.
6.5.   -Segment Netz für dreidimensionale
Düsenrechnung
Durch Rotation eines 2D-Düsennetzes um      entsteht die Basis für ein 3D-Netz. Um Zellen zu
sparen und die Achssingularität zu umgehen, wird das C-Netz in Achsnähe durch einen zentralen
Block ausgetauscht (s. Abb. 6.5). Der zentrale Block wird mit einem Poisson-Löser entspannt.
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6. Netzgenerierung
Abb. 6.5.: Symmetrisch erweitertes Netz am Brennkammerein-
strömrand (links) und Gesamtansicht der Netztopolo-
gie (rechts).
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7. Testfälle
Das Strömungsproblem der abgelösten Düsenströmung läßt sich in eine Reihe einzelner grundle-
gender Strömungsprobleme aufspalten. Diese Strömungsprobleme beeinflussen sich in der Düsen-
strömung gegenseitig. Um die Eignung und Güte des numerischen Verfahrens für die Berechnung
von Düsenströmungen zu beurteilen, ist es daher naheliegend, die zugrundeliegenden Strömungs-
probleme einzeln zu betrachten. Zunächst wird die laminare Grenzschicht auf der ebenen Platte
untersucht (s. Abs. 7.1). Durch Vergleich der numerischen Lösung mit einer analytischen Ähn-
lichkeitslösung läßt sich der Fehler der Grundströmungsdiskretisierung abschätzen. Die Über-
schallgrenzschicht in den untersuchten Düsen stromauf der Ablösung ist turbulent. Die turbulente
Plattengrenzschicht auf der ebenen Platte wird untersucht, um die Güte des verwendeten Tur-
bulenzmodells zu beurteilen. Reibungsbeiwerte und dimensionslose Geschwindigkeitsprofile der
numerischen Lösungen werden mit theoretischen Profilen verglichen (s. Abs. 7.2). Der Einfluß
der numerischen Diskretisierung, der Kompressibilitätskorrektur, der Wandrauhigkeit, der turbu-
lenten Prandtlzahl und der Einströmturbulenzwerte wird studiert. Der Druck im überexpandierten
Düsenstrahl wird durch ein Stoßsystem an den Umgebungsdruck angepaßt. Als vereinfachter Ver-
gleichsfall werden die reguläre Reflektion und die Machreflektion nachgerechnet. Die Stoßwinkel
werden aus dem numerischen Ergebnis abgelesen und mit der Theorie verglichen (s. Abs. 7.3). Bei
den meisten Düsenrechnungen in dieser Arbeit wird Axialsymmetrie vorausgesetzt. Die Eignung
des numerischen Verfahres für axialsymmetrische Probleme wird in einer Vakuumdüsenrechnung
nachgewiesen (s. Abs. 7.4). Der Einfluß der Axialsymmetriequellterme (s. Abs. B.5) auf die Kon-
vergenzrate wird vorgeführt; der Einfluß der Turbulenzmodellierung auf die vorhergesagten Dü-
senleistungsdaten wird abgeschätzt. Die Vorhersage der Ablösung in Überschallströmungen ist
von zentraler Bedeutung für die korrekte Vorhersage abgelöster Düsenströmungen. An der Rampe
in Hyperschallanströmung (s. Abs. 7.5) wird die Abhänigkeit der Ablösepunktvorhersage und der
Vorhersage des Wandwärmestromes im Wiederanlegebereich von der Turbulenzdiskretisierung,
von der Kompressibilitätskorrektur, von der Netzfeinheit und von der Lage des Transitionspunk-
tes untersucht. Ähnliche Untersuchungen werden für die Stoß/Grenzschicht-Wechselwirkung im
Hyperschall angestellt (s. Abs. 7.6). Die verschiedenen Fernfeld- und Ausströmrandbedingungen
werden in Abschnitt E.2 hinsichtlich Genauigkeit und Konvergenzverhalten untersucht; die Stabi-
lität der verwendeten numerischen Schemen an starken Stößen wird in Abschnitt E.3 untersucht.
Um Raum zu sparen werden Abkürzungen für die verschiedenen numerischen Schemen einge-
führt. Diese Abkürzungen sind in Tabelle 7.1 aufgelistet. Die räumliche Genauigkeit der geteste-
ten Schemen wird im Folgenden durch den Zusatz „OX“ gekennzeichnet. „O1“, „O2“ und „O3“
bezeichnen ein erster, zweiter und dritter Ordnung genaues Schema. Der Zusatz „TL“ besagt, daß
der „thin-layer“-Ansatz (s. Abs. B.4) verwendet wird.
49
7. Testfälle
Abkürzung Schema
FVS FVS-Schema nach van Leer
ROE Roe-Schema
HLLE HLLE-Schema
MAPS MAPS-Schema
MAPS
D
MAPS
D
-Schema
sym TVD Symmetrisches TVD-Schema
upw TVD „Upwind“ TVD-Schema
Tab. 7.1.: Abkürzungen für verwendete Schemen.
7.1. Adiabate, kompressible, laminare
Plattengrenzschicht
7.1.1. Ähnlichkeitslösung
Eine analytische Lösung für die kompressible Plattengrenzschicht mit  




 

findet sich in
Anderson [47]. Durch Einführung der Lees-Dorodnitsyn Transformation:
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werden die Grenzschichtgleichungen selbstähnlich. Der Index $ bezeichnet Größen am Grenz-
schichtrand („boundary layer edge“). Mit den Funktionen:
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und dem Chapman-Rubesin Faktor
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lassen sich die Grenzschichtgleichungen für
die ebene Platte formulieren als:
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Die Gleichungen werden numerisch integriert:
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7.1. Adiabate, kompressible, laminare Plattengrenzschicht
wird mit dem Newton-Verfahren:
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iterativ (Iterationsindex " ) erfüllt. Der Reibungsbeiwert ist:
ff
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ffi
 ! 
ffi
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Die kompressible Grenzschicht ist dünner als die inkompressible Grenzschicht. Geschwindigkeits-
und Temperaturprofil ergeben sich zu


1
#
   (7.11)
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 
 (7.12)
Die Grenzschichtdicke und der „recovery“-Faktor   
5
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bei inkom-
pressibler Strömung sind [46]:
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(7.13)


 
Pr  (7.14)
Je nach Größe und Art der Störung erfolgt die Transition der inkompressiblen Strömung bei   
 

 Re  

 
  

.
7.1.2. Verfahrensvergleich
Gerechnet wird eine adiabate Platte der Länge Re     

bei    . Das Gas ist Luft mit    

und          >

 ; 2 ffi

. Die Prandtlzahl ist Pr   	 und die Ruhetemperatur der Anströmung
ist fi




 
ffi . Das Netz hat 100   100 Zellen mit 5 Zellen stromauf der Platte (s. Abb. 7.1). Eine
repräsentative Lösung findet sich in Abbildung 7.1. An der Plattenvorderkante geht ein leichter
log10(p)
4.13563
4.12979
4.12396
4.11813
4.1123
Abb. 7.1.: Rechennetz für adiabate, laminare Plattengrenzschicht
(links) und Druckisokonturen einer repräsentativen
Lösung (rechts).
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Abb. 7.2.: Konvergiertes Volumen (links) und   -Norm von ffi 
(rechts).
Schrägstoß ab. Der Druck in Wandnormalenrichtung ist wie in der Theorie vorhergesagt nahezu
konstant. Die Grenzschicht ist sehr dünn, da laminar.
Abbildung 7.2 zeigt das konvergierte Volumen (die Summe des Zellvolumens der Zellen, bei de-
nen die dimensionslose rechte Seite kleiner      
7
ist) und die   -Norm von ffi  . Startlösung ist
in allen Fällen eine fast auskonvergierte „upwind“ TVD O2 Lösung. „Upwind“ TVD O1 und ROE
O1 zeigen den steilsten Abfall in der   -Norm. Diese Schemen besitzen die größte numerische
Diffusion. „Upwind“ TVD O2 und ROE O2 (auch in der „thin-layer“-Variante) konvergieren et-
was schlechter. „Upwind“ TVD O2 ist etwas ruhiger als ROE O2. Das symmetrische TVD O2,
ROE O3 und die MAPS-Schemen konvergieren sehr schlecht. FVS O2 entfernt sich weit von der
Startlösung und zeigt das schlechteste Konvergenzverhalten. Vom Standpunkt der Konvergenz aus
sind „upwind“ TVD O2 und ROE O2 zu bevorzugen.
Die mit der Impulsverlustdicke gebildete Reynoldszahl (s. Abb. 7.3) ist eine mit den Zelldicken
gequantelte Größe und zeigt daher Stufen. Die O1-Schemen sagen dickere Grenzschichten voraus
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Abb. 7.3.: Mit der Impulsverlustdicke gebildete Reynoldszahl
(links) und Reibungsbeiwert (rechts).
als die O2-Schemen. Der analytisch vorhergesagte Reibungsbeiwert (s. Gl. 7.10) wird von allen
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Schemen gut getroffen.
Der Vergleich von Geschwindigkeits-, Temperatur- und Dichteprofilen (s. Abb. 7.4 und 7.5) ver-
deutlicht, daß sich die diffusiveren Schemen (O1-Schemen, FVS O2) am weitesten von den ana-
lytischen Lösungen (s. Gl. 7.11, 7.12) entfernen, wohingegen sich die am wenigsten diffusiven
Schemen am engsten an den Gradienten der analytischen Lösung schmiegen. Die Annahme des
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Abb. 7.4.: Geschwindigkeits- (links) und Temperaturprofil
(rechts).
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Abb. 7.5.: Dichte- (links) und Druckbeiwert (rechts).
konstanten statischen Druckes in Wandnormalenrichtung wird nur vom symmetrischen TVD O2,
von „upwind“ TVD O2 und MAPS
D
O2 zufriedenstellend erfüllt. Die O1-Schemen, FVS O2, ROE
O3 und ROE O2 weisen einen leichten Druckanstieg in Wandnähe auf. MAPS zeigt im Gegensatz
zu MAPS
D
eine schwache Oszillation mit Netzfrequenz („wiggles“) im Druck. Dies verdeutlicht
die Notwendigkeit der „cross-flow“ Terme.
Ein Vergleich der Wandtemperatur fi  , des Reibungsbeiwertes  ff , sowie der Formparameter 6
und 6 87 bei Re          für verschiedene Schemen bei erster (O1) und zweiter Ordnung
(O2) Genauigkeit findet sich in Tabelle 7.2. Der „recovery“-Faktor der analytischen Lösung ist


 fi

fi



 fi


fi
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. Die Numerik liefert 


 	
fi


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
. FVS
O2, „upwind“ TVD O1 und ROE O1 - also die diffusivsten Schemen - treffen die Wandtemperatur
53
7. Testfälle
H
  [  ] rel. Fehler A 

8
8

rel. Fehler  rel. Fehler  
"
rel. Fehler
analytisch 373.15 0.70203 5.2069 1.5781
FVS O2 372.81 0.089 0.71873 2.425 4.9759 4.395 1.5989 1.322
symm. TVD O2 372.52 0.169 0.70073 0.184 5.1811 0.494 1.5796 0.099
„upwind“ TVD O2 372.43 0.195 0.70068 0.193 5.1856 0.409 1.5788 0.049
„upwind“ TVD O1 372.95 0.054 0.71162 1.369 5.0702 2.620 1.5929 0.940
MAPS O2 372.56 0.161 0.70168 0.069 5.1000 2.045 1.5806 0.162
MAPS

O2 372.55 0.161 0.70159 0.061 5.1735 0.642 1.5807 0.167
ROE O3 372.55 0.163 0.70147 0.080 5.1787 0.541 1.5794 0.082
ROE O2 372.53 0.168 0.70083 0.173 5.1854 0.411 1.5784 0.023
ROE O1 372.95 0.054 0.71162 1.369 5.0702 2.620 1.5929 0.940
„upwind“ TVD O2

372.43 0.196 0.70067 0.194 5.1855 0.410 1.5788 0.049
ROE O2

372.53 0.168 0.70081 0.176 5.1854 0.410 1.5784 0.022
Tab. 7.2.: Verfahrensvergleich für adiabate, kompressible, lami-
nare Plattengrenzschicht. Bei den mit „  “ gekennzeich-
neten Verfahren wurde Reibung nur in Wandnormalen-
richtung berücksichtigt („thin-layer“)
am besten. Die gleichen Schemen zeigen beim  ff -Wert und den Formfaktoren den größten Fehler.
Die genaueren Schemen sagen eine verglichen mit der analytischen Lösung zu tiefe Staupunkttem-
peratur vorher. Ein Grund hierfür mag die in der Nachrechnung beobachtbare, leichte Stoßwelle
am Beginn der Platte sein (s. Abb. 7.1). In dieser Stoßwelle bleibt zwar die Totaltemperatur kon-
stant, es geht aber kinetische Energie verloren. Die Totalenergie in der Plattengrenzschicht muß
daher geringfügig geringer sein als in der Theorie. Die diffusiveren Schemen führen der Strömung
erneut Wärme zu und liegen deshalb dichter am theoretischen Wert. Die Ergebnisse mit „upwind“
TVD O1 und ROE O1 sind wie erwartet absolut identisch. Auffällig ist der vergleichsweise große
Fehler im Formfaktor
6 bei MAPS O2. MAPS
D
O2 schneidet generell besser ab als MAPS O2.
Der Genauigkeitsunterschied zwischen ROE O2 und ROE O3 kann vernachlässigt werden. Da
aber ROE O3 sehr viel schlechter konvergiert und auch numerisch instabiler ist, sollte ROE O2 be-
vorzugt werden. Das „upwind“ TVD O2 sagt die geringste Wandtemperatur vorher und ist daher
offensichtlich das am wenigsten diffusive Schema. Das symmetrische TVD O2 und ROE O2 sind
in etwa gleich diffusiv. MAPS
D
O2 erscheint als brauchbare Alternative zum symmetrischen TVD
O2 und ROE O2. Die beste Reibungsbeiwertvorhersage wird von MAPS O2, MAPS
D
O2 und
ROE O3 gegeben. Der geringste Fehler in den Formparametern wird mit „upwind“ TVD O2 und
ROE O2 erzielt. Insgesamt ist das „upwind“ TVD O2 für die Berechnung der adiabaten, kompres-
siblen, laminaren Plattengrenzschicht am besten geeignet. Das symmetrische TVD O2 und ROE
O2 sind die zweite Wahl. Eine ähnliche Wichtung der Schemen nach ihrer Genauigkeit findet sich
bei Kroll [89].
Die Vernachlässigung der nicht-wandnormalen Reibungsterme hat beim hier untersuchten Strö-
mungsproblem keinen merklichen Einfluß auf die Qualität der Lösung.
Vollständige Dissipationsmatrix auf der „linken Seite“
In einer weiteren Rechnung mit dem O2 „upwind“ TVD-Schema wird der Einfluß der vollen lin-
ken Seite (s. Abs. 5.2) auf das Konvergenzverhalten der Lösung untersucht. Das Strömungsfeld
wird mit den Anströmdaten initialisiert und dann 1000 Zeitschritte mit der lokalen CFL-Zahl 100
gerechnet. Abbildung 7.6 verdeutlicht, daß die vollständige Behandlung der linken Seite die Kon-
vergenzrate erheblich verbessert. Strenggenommen gilt der „Spektralradius“-Ansatz nur, wenn
die Strömungsgeschwindigkeit sehr viel größer als die Schallgeschwindigkeit ist. Je größer der
Unterschallanteil des Strömungsfeldes ist, desto wichtiger wird die vollständige Behandlung der
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Abb. 7.6.:   -Norm der Dichte (links) und konvergiertes Zellvo-
lumen (rechts).
linken Seite. Andere numerische Untersuchungen zeigen jedoch auch, daß die volle „linke Seite“
das Rechenprogramm bei gemischter Über- und Unterschallströmung empfindlicher macht. Die
volle Dissipationsmatrix wird nur für die Nichtgleichgewichtrechnungen verwendet. Dabei wird
zur Stabilisierung der Rechnung die ) -Korrektur der „rechten Seite“ auf der „linken Seite“ wei-
terverwendet.
7.2. Kompressible, turbulente Plattengrenzschicht
7.2.1. Logarithmisches Wandgesetz und van Driest II-Theorie
In der laminaren Unterschicht (s. Abb. 7.7) dominiert die laminare Viskosität und es gilt [48]:

D

/
D
 (7.15)
In der logarithmischen Zone ist das turbulente Längenmaß vom Wandabstand abhängig und es gilt
+ln yκu=1/ +B
layer
+ln u
+
=y+u
Unterschicht
defect
+ln y
logarithmische Zone
wandnaher Bereich
laminare
Abb. 7.7.: Geschwindigkeitsprofil der turbulenten Grenzschicht.
das logarithmische Wandgesetz [48]:

D

 
fl


/
D
 

 (7.16)
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Bei der adiabaten Wand ist die von Karman-Konstante fl   

 
. Wilcox schlägt



für
hydraulisch glatte Wände vor [48].  fällt mit zunehmender Wandrauhigkeit. Bei gekühlten
Wänden ändern sich fl und  . Für fi 

fi



  
und       wurden fl      und   	


,
und für die adiabate Wand bei         wurden fl    

und   	   im Experiment bestimmt
[90]. Die dimensionslose „strain-rate“ und „vorticity“ in der logarithmischen Zone sind fl  + 
  [51]. In der Überlappungszone zwischen der logarithmischen Zone und der reibungsfreien
Außenströmung schließlich findet sich die „defect layer“.
Bei inkompressiblen, turbulenten Grenzschichten gelten die empirischen Formeln [46]:
ff
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  

	
Re 

 
 
ff
laminar (7.17)
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
   
Re 
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laminar
(7.18)
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laminar (7.19)
für Reibungsbeiwert, Grenzschichtdicke und „recovery“-Faktor. Eine einfache Näherung für das
Geschwindigkeitsprofil ist das 1/7 Wandgesetz:
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ffi
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(7.20)
mit lokaler Grenzschichtdicke
	
, Wandabstand
ffi
und Geschwindigkeit am Grenzschichtrand    .
Turbulente Grenzschichten haben einen größeren Reibungsbeiwert, sind dicker und kälter als la-
minare Grenzschichten.
Die van Driest II-Theorie transformiert die inkompressible Grenzschicht (überstrichen markiert)
mittels dreier Transferfunktionen:
&
A
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ff
ff
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
 asin    asin



(7.21)
&
"
 Re

"
Re

"

!
 
! 
(7.22)
&

 Re 
Re 

&
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(7.23)
auf die kompressible Grenzschicht [91]. Der Index „ $ “ bezeichnet den Grenzschichtrandzustand
(„boundary layer edge“), der Index „ ! “ den Wandzustand. Der „recovery“-Faktor  wird zu 0.9
angenommen.

berechnet sich zu:
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 (7.24)
Weiterhin gilt:
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56
7.2. Kompressible, turbulente Plattengrenzschicht
mit:
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Der mittlere inkompressible Reibungsbeiwert  B wird mit Schönherrs semianalytischer Relation
[91]:
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 (7.30)
bestimmt. Der inkompressible, lokale Reibungsbeiwert  ff ergibt sich zu:
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Ferner gilt:
Re
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
 


B Re   (7.32)
Das entstehende Gleichungssystem wird mit  B linearisiert und mit dem Newton-Verfahren gelöst.
Als Startwert dient Gleichung 7.17.
7.2.2. Verfahrensvergleich
Die Untersuchungen in diesem Abschnitt werden nur mit den Schemen „upwind“ TVD O2 und
ROE O2 für die Diskretisierung der konvektiven Flüsse der Grundströmungsgleichungen durchge-
führt (s. Abs. 7.1.2). Von Interesse ist der Einfluß der Diskretisierung der konvektiven Flüsse der
Turbulenzgleichungen, der Einfluß der Einströmturbulenzgrößen, der Wandrandbedingung (ge-
kühlte/adiabate Wand), der Wandrauhigkeit und der Kompressibilitätskorrekturen. Ähnliche Un-
tersuchungen finden sich auch an anderer Stelle [92]. Das Gas ist Luft mit         >   ; 2 ffi

,
Pr

 	
und    	

. Wenn nicht anders erwähnt, sind die turbulenten Größen am Einströmrand

H

 

und ! H

!

 


. Die Wandrauhigkeit ist ;
D
F

 
.
Coakley untersucht das  - * und das ; - * Turbulenzmodell sowie verschiedene ; -  Turbulenzmo-
delle für die gekühlte und die adiabate Wand [93]. Das ; - * Modell liefert die beste Übereinstim-
mung mit van Driest II. Das 1/7-Wandgesetz für das Geschwindigkeitsprofil wird gut getroffen.
Für

 

liefern alle Turbulenzmodelle ein etwas zu großes
(

D

(
/
D
im logarithmischen Ge-
biet.
Wilcox untersucht den Einfluß der Wandrauhigkeit auf den Transitionspunkt [78]. Er fixiert den
Transitionspunkt mit Streifen großer Wandrauhigkeit. Wie später gezeigt wird, hat auch die Dis-
kretisierung einen merklichen Einfluß auf den Transitionspunkt.
Zhang schlägt ein an Hyperschallströmungen angepaßtes ; -  Modell vor [94]. Er zeigt, daß die
vom ; -  und ; - * Modell berechnete adiabate Wandtemperatur bei 
 
 höher ist als im Expe-
riment. Das ; - * Modell liefert die höheren Wandtemperaturen. Für 
 

sagen alle Turbulenz-
modelle ein etwas zu großes
(

D

(
/
D
im logarithmischen Gebiet vorher. Das ; -  Modell ermittelt
das größte Maximum der turbulenten kinetischen Energie am dichtesten an der Wand.
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Überschallgrenzschicht
Die Machzahl ist
 

, die Reynoldszahl ist Re       und die Ruhetemperatur ist fi




 
ffi . Die Turbulenz am Einströmrand wird charakterisiert durch 
H



!
H 
!



   
. Das
Rechennetz hat 100   100 Zellen mit 5 Zellen vor der Plattenvorderkante (s. Abb. 7.8).
µT/µ: 111 555 1000 1444 1889
Abb. 7.8.: Rechennetz für adiabate, turbulente Plattengrenz-
schicht bei    (oben) und Verhältnis von turbu-
lenter zu laminarer Viskosität für eine repräsentative
Lösung bei    (unten) mit zehnfacher Vergröße-
rung in Wandnormalenrichtung.
Abbildung 7.9 zeigt den Reibungsbeiwert für verschiedene Diskretisierungen der konvektiven
Flüsse der Grundströmung und der Turbulenz. „T1“, „T2“ und „T3“ bezeichnen die Diskreti-
sierung der Turbulenzgleichungen. Im ersten Fall (T1) werden sie erster Ordnung genau „upwind“
(s. Abs. 3.7.1), im zweiten Fall (T2) werden sie analog zum symmetrischem TVD Schema (s. Abs.
3.7.2) und im dritten Fall (T3) werden sie mit dem Larrouturou-Schema (s. Abs. 3.7.3) diskreti-
siert. Die letzten zwei Schemen sind zweiter Ordnung genau. Die Diskretisierung der Grundströ-
mungsgleichungen hat offensichtlich keinen Einfluß auf das Ergebnis. Die berechneten Reibungs-
beiwerte liegen immer ganz leicht unter dem von der van Driest II-Theorie vorhergesagten Wert
(s. Abb. 7.9). Die Schemen höherer Ordnung (T2 und T3) liefern einen minimal kleineren Rei-
bungsbeiwert als das O1-Schema (T1). Das original Wilcox-Modell ohne Kompressibilitäts- oder
„realizability“-Korrkektur liegt am dichtesten am theoretischen Wert. Die Kompressibilitätskor-
rektur nach Wilcox (s. Abs. 2.2) kommt nicht zum Tragen, da die turbulente Machzahl 0.25 nicht
überschreitet. Die „realiziability“-Korrekturen mit angepaßten „realizability“-Konstanten kom-
men dem theoretischen Wert sehr viel näher als die „realiziability“-Korrektur mit den von Moore
& Moore vorgeschlagenen „realizability“-Konstanten (   
      ,      	 und    ).
Die dimensionslosen Geschwindigkeitsprofile decken sich bis auf das Moore & Moore-Modell alle
sehr gut mit der theoretisch vorhergesagten Verteilung (s. Abb. 7.10). Die laminare Unterschicht
und das logarithmische Wandgesetz mit fl   

 
und    werden gut getroffen. Die Ge-
schwindigkeitsprofile decken sich nur mäßig mit dem 1/7 Geschwindigkeitsprofil (s. Abb. 7.11).
Wenn die konvektiven Flüsse der Turbulenzgleichungen höherer Ordnung genau diskretisiert wer-
den, ist die Grenzschicht dünner mit einer stärker ausgeprägten „defect layer“ und einem kleineren
Maximum der turbulenten Viskosität dichter an der Wand.
Die dimensionslose „strain-rate“ fl ist in Abbildung 7.12 dargestellt. Wie erwartet wird in jedem
Fall fl    in der logarithmischen Zone vorhergesagt. Die dimensionslose „vorticity“ + ver-
hält sich ähnlich. Die zweiter Ordnung genauen Diskretisierungen für die Turbulenzgleichungen
berechnen eine fast 50% größere dimensionslose „strain-rate“ am Grenzschichtrand.
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Abb. 7.9.: Turbulente Platte bei    . Reibungsbeiwert  ff .
Der „recovery“-Faktor    fi   fi 


 fi


 fi


(s. Tab. 7.3) ist beinahe unabhängig von der Tur-
bulenzdiskretisierung und liegt sehr nahe am Wert für die inkompressible, turbulente Grenzschicht
Pr

7

  

	
.
Grundströmung Turbulenz Korrektur 
ROE O1-Schema
  



,
 

 	


, 

 0.899
ROE O1-Schema
  


 

,
  

 

, 

 0.899
ROE sym. TVD
  


 

,
  

 

, 

 0.899
ROE Larrouturou
  


 

,
  

 

, 

 0.899
upw TVD O1-Schema 0.898
upw TVD O1-Schema Moore & Moore 0.899
upw TVD O1-Schema
  



,
 

   
, 

 0.899
upw TVD O1-Schema Kompressibilitätskorrektur 0.898
upw TVD upw TVD Kompressibilitätskorrektur 0.898
upw TVD Larrouturou Kompressibilitätskorrektur 0.898
upw TVD O1-Schema
  


 

,
  

 

, 

 0.899
upw TVD sym. TVD
  


 

,
  

 

, 

 0.899
upw TVD Larrouturou
  


 

,
  

 

, 

 0.899
Tab. 7.3.: Turbulente Plattenströmung bei    . „recovery“-
Faktor.
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Abb. 7.10.: Turbulente Platte bei    . Dimensionslose Ge-
schwindigkeitsprofile bei Re  

 	
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Abb. 7.11.: Turbulente Platte bei    . Geschwindigkeitsprofil
(links) und turbulente Viskosität bei Re     	      .
Hyperschallgrenzschicht
Die Machzahl wird auf    	 angehoben, die Ruhetemperatur ist nun fi



 

  
ffi . Das
Rechennetz hat 100   100 Zellen mit 5 Zellen vor der Plattenvorderkante (s. Abb. 7.13). Die
konvektiven Flüsse der Turbulenzgleichungen werden mit dem erster Ordnung genauen „upwind“-
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Abb. 7.12.: Turbulente Platte bei    . Dimensionslose
„strain-rate“ fl bei Re  

 	
 
  
.
Abb. 7.13.: Rechennetz für turbulente Plattengrenzschicht bei
 
 	
.
Schema diskretisiert. Die Grundgleichungen werden mit dem „upwind“ TVD-Schema berechnet.
Bei drei Rechnungen wird die Wand gekühlt auf fi 

fi



   

, ansonsten ist die Wand adiabat.
Der Reibungsbeiwert des original ; - * Turbulenzmodells ohne Kompressibilitätskorrektur und des
angepaßten „realizability“-Modells (   
 
 

,
 

 

und    ) liegt leicht über der Theorie
(s. Abb. 7.14). Die Kompressibilitätskorrektur von Wilcox sowie die „realizability“-Korrektur von
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A0=√5, As=√3, a=2
Moore & Moore
Abb. 7.14.: Turbulente adiabate Platte bei    	 . Reibungs-
beiwert  ff (links) und dimensionsloses Geschwin-
digkeitsprofil bei Re  

 	
 
   (rechts).
Moore & Moore sagen den Reibungsbeiwert sehr nahe am theoretischen Wert voraus. Bei dem
Moore & Moore-Modell erfolgt die Transition am spätesten. Das Geschwindigkeitsprofil wird vom
Originalmodell und vom „realizability“-Modell mit angepaßten Konstanten sehr gut vorhergesagt.
Die Steigung
(

D

(
/
D
der zwei anderen Modelle liegt in der logarithmischen Zone leicht über
61
7. Testfälle
dem experimentellen Wert. Die Geschindigkeitsprofile decken sich einigermaßen mit dem 1/7
Profil (s. Abb. 7.15). Die „realizability“-Korrektur von Moore & Moore dämpft die turbulente
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Abb. 7.15.: Turbulente adiabate Platte bei    	 . Geschwin-
digkeitsprofil (links) und turbulente Viskosität bei
Re 


 	
 
   (rechts).
Viskosität am stärksten, die Kompressibilitätskorrektur von Wilcox und die Korrektur mit
  


 

,
 

 

und    dämpfen weniger stark. In jedem Fall rückt das Maximum der turbulenten
Viskosität verglichen mit dem original Turbulenzmodell dichter an die Wand.
Auch bei der gekühlten Wand werden Reibungsbeiwerte und Geschwindigkeitsprofile vom ; - *
Turbulenzmodell ohne Korrektur und von der „realizability“-Korrektur mit angepaßten Modell-
konstanten sehr gut vorhergesagt (s. Abb. 7.16). Die Wilcox-Kompressibilitätskorrektur liefert zu
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Abb. 7.16.: Turbulente Platte (adiabat und gekühlt) bei    	 .
Reibungsbeiwert  ff (links) und dimensionsloses Ge-
schwindigkeitsprofil bei Re  

 	
 
   (rechts).
kleine Reibungsbeiwerte und ein deutlich zu großes
(

D

(
/
D
in der logarithmischen Zone.
In der Nachrechnung wird die gekühlte Grenzschicht früher turbulent als die adiabate Grenzschicht
(s. Abb. 7.16) und ist daher dicker. Dies steht im Widerspruch zur Theorie. Zur Verzögerung
der Transition muß die Wand bei Gasen ( ( !  ( fi    ) gekühlt und bei Flüssigkeiten ( ( !  ( fi

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 ) erwärmt werden. Dies vermindert die Viskosität in Wandnähe und bewirkt einen größeren
Geschwindigkeitsgradienten und damit ein fülligeres Geschwindigkeitsprofil in Wandnähe.
Abbildung 7.17 zeigt, daß die Impulsverlustdicke hinter dem Transitionspunkt deutlich stärker
anwächst als davor. Die dimensionslose „strain-rate“ fl in der logarithmischen Zone ist bei Ver-
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Abb. 7.17.: Turbulente Platte (adiabat und gekühlt) bei     	 .
Impulsverlustdickenreynoldszahl Re 
"
(links) und di-
mensionslose „strain-rate“ fl bei Re  

 	
 
 
 
(rechts).
wendung der Kompressibilitätskorrektur von Wilcox    . Bei allen anderen Modellen wird der
korrekte Wert fl    [51] vorhergesagt.
Bei Anhebung der Wandrauhigkeit ;
D
F wächst die Reibung in Wandnähe. Der Reibungsbeiwert
 ff steigt an (s. Abb. 7.18). In Wandnähe wird die Strömung wegen der Haftbedingung an der
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Abb. 7.18.: Turbulente Platte bei    	 . Einfluß der Wandrau-
higkeit ;EDF . Reibungsbeiwert  ff (links) und dimensi-
onsloses Geschwindigkeitsprofil bei Re  

 	
 
  
(rechts).
Wand abgebremst. Außerdem wird durch Reibung kinetische Energie dissipiert. Aus Gründen
der Energieerhaltung muß die innere Energie der Strömung zunehmen und damit ihre Temperatur
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ansteigen. Wärmeleitung sorgt für einen Temperaturausgleich mit der reibungsfreien und kühleren
Außenströmung und senkt so die Temperatur der adiabaten Wand.
Wird die Wandrauhigkeitshöhe ;
D
F auf einen Wert unterhalb der Dicke der laminaren Unterschicht
( /
D

  ) angehoben, dann bleibt das dimensionslose Geschwindigkeitsprofil weitestgehend un-
verändert. Durch die größere Reibung im wandnahen Bereich steigen die Wandtemperatur und
damit auch der „recovery“-Faktor    fi   fi 


 fi


 fi


(s. Tab. 7.4) leicht an (s. Girgis et al.
[95]). Die Wärmeleitung in der logarithmischen Zone bleibt weitestgehend unverändert.
Modell 
keine Korrektur 0.852
Kompressibilitätskorrektur 0.852
Kompressibilitätskorrektur ; DF   0.856
Kompressibilitätskorrektur ; DF


 0.837
Kompressibilitätskorrektur ; DF

  
 0.770
  


 

,
 

 

und    0.853
Moore & Moore 0.850
Tab. 7.4.: Turbulente Plattenströmung bei    	 . „recovery“-
Faktor.
Wird die Wandrauhigkeitshöhe deutlich über die Dicke der laminaren Unterschicht angehoben,
dann ändert sich das dimensionslose Geschwindigkeitsprofil. Die laminare Unterschicht ver-
schwindet. Die adiabate Wandtemperatur fällt trotz der Reibungszunahme im wandnahen Bereich
merklich ab. Der „recovery“-Faktor wird kleiner. Ursache hierfür ist vermutlich eine sehr starke
Zunahme der Wärmeleitung in der Grenzschicht. Analog kann man sich vorstellen, daß die turbu-
lente Durchmischung deutlich zunimmt und mehr kaltes Gas aus der Aussenströmung an die Wand
transportiert.
Als nächstes wird der Einfluß der Einström- oder Umgebungsturbulenz auf die Plattengrenzschicht
untersucht. Dazu werden mehrere Kombinationen von 
H
 und  !
H

!

 getestet (s. Tab. 7.5).
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Tab. 7.5.: Turbulenzgrad Tu  und turbulentes Längenmaß
G H


ref am Einströmrand.
Der Turbulenzgrad Tu  typischer Windkanäle ist       . Das turbulente Längenmaß G H


ref
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sollte kleiner sein als die Grenzschichtdicke (inkompressibel: 	         Re          ). Bei
einer Anströmung mit
 
 	
und bei Annahme von G H

 
    
	 


       folgt
 H


   

und  !
H 
!

 
  	 
.
Zunächst wird  !
H 
!

 konstant gehalten und  H  variiert (s. Abb. 7.19). Bei sehr kleinem
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Abb. 7.19.: Turbulente Platte bei    	 . Variation der
turbulenten Einströmmachzahl 
H
bei konstantem
!
H

!

 


. Im Uhrzeigersinn: Reibungsbeiwert
(oben links), Machzahl, ! H  ! und turbulente Mach-
zahl. Bei den Isokonturplots: 
H

 
 (oben),

H

 


und 
H

 


(unten).

H
 sieht das Strömungsbild erwartungsgemäß aus. An der Plattenvorderkante geht ein schwa-
cher Stoß unter einem etwas steileren Winkel als dem der Machschen Welle asin   





	 	

ab. Bis zu diesem Stoß herrscht die Anströmmachzahl. Ein Anheben von 
H
 läßt den Transiti-
onspunkt stromauf wandern und die Umgebungsmachzahl fallen. Direkt stromab des Einströmran-
des wird turbulente kinetische Energie in innere Energie umgewandelt. Die Einströmgeschwindig-
keit bleibt erhalten, die Temperatur und damit auch die Schallgeschwindigkeit steigen jedoch an
(s. Abb. 7.20). Im Endeffekt fällt die Machzahl am Einströmrand ab und die effektive Anströmung
entspricht nicht mehr der vorgegebenen. Die turbulenten Größen 
H
und !
H

! sind nach dieser
Anpassung am Einströmrand, unabhängig von den am Einströmrand vorgeschriebenen Werten,
ähnlich groß. Offensichtlich werden die besseren Ergebnisse für kleinere  H  erzielt.
Als nächstes wird ein großes  H     vorgeschrieben und der Einfluß von  !
H

!

 studiert
(s. Abb. 7.21). Wiederum wird turbulente kinetische Energie in innere Energie umgewandelt (s.
Abb. 7.22). Dieser Prozess verläuft umso schneller, je größer die Dissipation *  oder äquivalent
je kleiner  ! H  !

 ist. Bei Anhebung von  !
H

!

 und damit Absenkung von *  wandert der
Transitionspunkt stromauf.
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Abb. 7.20.: Turbulente Platte bei    	 . Variation der
turbulenten Einströmmachzahl 
H
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µT/µ: 5.0x10
+01 3.5x10+02 2.4x10+03 1.7x10+04 1.2x10+05
Abb. 7.21.: Turbulente Platte bei    	 . Variation von !
H

!
am Einströmrand bei konstantem 
H

 
. Im Uhr-
zeigersinn: Reibungsbeiwert (oben links), Machzahl,
!
H

! und turbulente Machzahl. Bei den Isokontur-
plots: !
H

!

 


(oben), ! H  !       und
!
H

!

 
 (unten).
Zuletzt wird entsprechend der ersten Untersuchung eine kleine turbulente Einströmmachzahl ge-
wählt und  !
H

!

 verändert (s. Abb. 7.23, 7.24). Auch hier bewirkt eine Anhebung von  ! H  !


ein Stromaufwandern des Transitionspunktes. Zu große  !
H

!

 verschlechtern die Lösung. Im
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Abb. 7.22.: Turbulente Platte bei    	 . Variation von ! H

!
am Einströmrand bei konstantem  H    . Tempera-
tur (links) und Machzahl (rechts) bei ffi         .
106 107 108
Rex
10−3
10−2
c F
van Driest II
MT=10
−5
, µT/µ=10
−6
MT=10
−5
, µT/µ=10
−2
MT=10
−5
, µT/µ=10
2
M: 0.0 1.8 3.6 5.4 7.2
M: 0.0 1.8 3.6 5.4 7.2
M: 0.0 1.8 3.6 5.4 7.2
MT: 0.00 0.06 0.13 0.19 0.25
MT: 0.00 0.06 0.13 0.19 0.25
MT: 0.00 0.06 0.13 0.19 0.25
µT/µ: 5.0x10
+01 3.5x10+02 2.4x10+03 1.7x10+04 1.2x10+05
µT/µ: 5.0x10
+01 3.5x10+02 2.4x10+03 1.7x10+04 1.2x10+05
µT/µ: 5.0x10
+01 3.5x10+02 2.4x10+03 1.7x10+04 1.2x10+05
Abb. 7.23.: Turbulente Platte bei    	 . Variation von ! H  !
am Einströmrand bei konstantem 
H

 

. Im
Uhrzeigersinn: Reibungsbeiwert (oben links), Mach-
zahl, !
H

! und turbulente Machzahl. Bei den Iso-
konturplots: !
H

!

 


(oben), ! H  !      und
!
H

!

 
 (unten).
schwachen Schrägstoß wird Turbulenz erzeugt. Diese Turbulenzproduktion wird bei zu kleinem
*  zu schwach gedämpft. Im ungünstigsten Fall wird im schwachen Stoß mehr Turbulenz pro-
duziert als in der Grenzschicht. Eine turbulente Viskosität von ! H

!

 
 hinter dem Stoß hat
den unerwünschten Effekt, daß die eigentlich reibungsfreie Umströmung der Grenzschicht von den
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Abb. 7.24.: Turbulente Platte bei    	 . Variation von ! H

!
am Einströmrand bei konstantem  H     . Tem-
peratur (links) und Machzahl (rechts) bei ffi   
    
.
viskosen Termen dominiert wird.
Die drei Untersuchungen zeigen, daß sowohl  H  als auch  !
H

!

 am Einströmrand möglichst
klein gewählt werden müssen, wenn turbulente Grenzschichten korrekt berechnet werden sollen.
Die Verwendung größenordnungsmäßig abgeschätzter Werte aus typischen Windkanälen garantiert
keine sinnvollen Ergebnisse.
7.3. Reguläre Reflektion und Machreflektion
Zweidimensionale Stoßreflektionen sind ein weiterer Testfall, bei dem das numerische Ergeb-
nis mit der analytischen Lösung verglichen werden kann. Man unterscheidet zwischen Mach-
Reflektion (MR) und regulärer Reflektion (RR). Geringe Abweichungen stromab von Scherschich-
ten sind zu erwarten, da die numerische Lösung im Gegensatz zur Theorie reibungsbehaftet ist.
Für die MR werden statischer Druck und Reynoldszahl bezogen auf die halbe Strahlbreite zu
 

  	
	

 und Re   	

 
 

gesetzt, im Falle von RR werden      	   und Re 



	 
 
 

gewählt. Die Einströmmachzahl ist in beiden Fällen    	 	  . Der Umgebungsdruck
ist 

 
	


. Das Gas ist Luft mit          >

 ; 2 ffi

und    

. Das Rechennetz hat
99 Zellen in radialer Richtung und 148 Zellen in axialer Richtung. Der Strahl wird mit 80 Zellen
aufgelöst (s. Abbildung 7.25). Am Fernfeldrand wird die 2D-nichtreflektierende Randbedingung
verwendet. Die konvektiven Flüsse werden mit MAPS
D
diskretisiert.
An der Strahlgrenze bilden sich Wirbel, die stromab schwimmen. Die Lösung kann in diesem
Bereich nicht voll auskonvergiert werden. Zur Stabilisierung der Lösung werden beide Fälle auch
turbulent mit Einströmturbulenzgrad Tu     ,
GIH


ref

   
und Kompressibilitätskorrektur
von Wilcox gerechnet. Dies stabilisiert die Rechnung, „verschmiert“ aber die Lösung.
7.3.1. Analytische Lösung
Die Schrägstoßbeziehungen (Bezeichnungen s. Abb. 7.26) finden sich bei Wagner [46]. Vor dem
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Abb. 7.25.: Rechennetz für Stoßreflektion. Nur jede achte Netz-
linie ist dargestellt.
1
2
ϑ
σ
Abb. 7.26.: Bezeichnungen beim Schrägstoß.
Stoß sei der Zustand 1, nach dem Stoß sei Zustand 2. Die Machzahlen normal zum Stoß sind:



 

 
 
' (7.33)



 

 
 

'

fi

 (7.34)
' ist der Winkel, unter dem der Stoß relativ zur Strömung verläuft.
fi
ist der Winkel, um den
die Strömung beim Durchgang durch den Stoß abgelenkt wird. ' ist definiert für den Winkelbe-
reich zwischen Machscher Welle (asin     

, „ein Stoß mit Stärke Null“) und    (senkrechter
Stoß, maximale Verdichtung). Für die Normalkomponenten der Machzahlen (Index „ 	 “) gelten
die Beziehungen für senkrechte Verdichtungsstöße:



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 
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(7.35)
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  (7.36)
Der Ablenkwinkel
fi
ist



fi


'





 
 
 


D



 


'


 

(7.37)
Eine graphische Auswertung dieser Gleichungen für das untersuchte Problem findet sich in Abbil-
dung 7.27.
Gesucht ist die analytische Lösung für das Problem der Machreflektion in Tripelpunktnähe und für
das Problem der regulären Stoßreflektion (s. Abb. 7.28).
In beiden Fällen ist das Druckverhältnis  


 durch den statischen Druck des Freistrahles und
den Umgebungsdruck festgelegt. Damit sind auch '   und
fi

 bestimmt. Bei der Machreflektion
müssen nun die Tripelpunktbedingungen
fi



fi



fi

7 und 



7 oder





7




7


(7.38)
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Abb. 7.27.: Nachstoßmachzahl (links) und Ablenkwinkel (rechts)
in Abhängigkeit vom Stoßwinkel beim Schrägstoß
mit Vorstoßmachzahl     	 	  für    	
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Abb. 7.28.: Bezeichnungen bei der Machreflektion (links) und
bei der regulären Reflektion (rechts).
erfüllt werden. Gleichung 7.38 läßt sich umschreiben zu
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 (7.39)
Das Problem kann nun graphisch im Herzkurvendiagramm (s. Abb. 7.29) oder numerisch gelöst
werden (s. Tab. 7.6). Die Lösung gilt nur in unmittelbarer Nähe des Tripelpunktes. Der reflektierte
Index  


 	      	

	

 


 
Index       

'
 

 
    


   

  
fi
    








	

  






 	 	 	 	  



  	

 
Tab. 7.6.: Analytische Lösung für die Mach-Reflektion
Schrägstoß nimmt stromab des Tripelpunktes an Stärke ab, verläuft also unter einem zunehmend
geringeren Winkel zur Symmetrieebene. Der starke Stoß schneidet die Symmetrieebene senkrecht
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und nimmt daher bei Entfernung vom Tripelpunkt an Stärke zu. Bei der regulären Reflektion gilt
fi



fi
87
. Auch hier kann wieder das Herzkurvendiagramm (s. Abb. 7.29) oder die Numerik zu
Hilfe gezogen werden (s. Tab. 7.7).
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Abb. 7.29.: Herzkurvendiagramme für Machreflektion (links)
und reguläre Reflektion (rechts).
Index  

 	

    	   

Index     
'


   


   	 

fi
      

      






 	

 	  	



Tab. 7.7.: Analytische Lösung für die reguläre Reflektion
7.3.2. Numerische Ergebnisse
Ein Vergleich der beiden Lösungen findet sich in Abbildung 7.30. Die Wirbelproduktion am Strahl-
M: 0.00 0.35 0.69 1.04 1.39 M: 0.00 0.35 0.69 1.04 1.39
Abb. 7.30.: Mach-Reflektion (links) und reguläre Reflektion
(rechts) bei laminarer Strömung. Machisolinien.
rand ist bei der regulären Reflektion stärker.
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M: 0.00 0.35 0.69 1.04 1.39 M: 0.00 0.35 0.69 1.04 1.39
Abb. 7.31.: Mach-Reflektion (links) und reguläre Reflektion
(rechts) bei turbulenter Strömung. Machisolinien.
Die turbulenten Lösungen sind besser auskonvergiert und zeigen keine instationären Effekte am
Strahlrand (s. Abb. 7.31). Stöße und Strahlränder sind verschmierter, die Stoßwinkel ändern sich
aber im wesentlichen nicht.
Die Winkel und Machzahlen sind aus den Rechenergebnissen nur mit einiger Ungenauigkeit ab-
lesbar. Um bei der Machreflektion die Theorie mit der Numerik vergleichen zu können, müßte der
Tripelpunkt sehr fein aufgelöst werden. Dies ist beim verwendeten Code, der keine unstrukturier-
ten, lokal verfeinerten Netze unterstützt, nicht möglich. Beim Vergleich der numerischen Lösung
der Mach-Reflektion mit der Theorie ist daher ein größerer Fehler zu erwarten (s. Tab. 7.8). Die
Theorie Numerik rel. Fehler [  ]
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Tab. 7.8.: Vergleich von analytischer und numerischer Lösung
der Mach-Reflektion
Übereinstimmung bei der regulären Reflektion ist hervorragend (s. Tab. 7.9). In beiden Fällen wird
Theorie Numerik rel. Fehler [  ]

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
    	

    	
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
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   
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Tab. 7.9.: Vergleich von analytischer und numerischer Lösung
der regulären Reflektion.
der Schrägstoß 1  2 in sehr genauer Übereinstimmung mit dem analytischen Wert berechnet.
7.4. Vakuum-Düsenrechnung
Die Düse operiert bei einem Wasserstoff zu Sauerstoff Mischungsverhältnis von

&  


 
beim Brennkammerzustand  A         	   und fi A        ffi . Die Rechnung wird als Idealgas-
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rechnung mit angepaßtem Isentropenexponenten    	  und Gaskonstante   	  

  
>

 ; 2 ffi

durchgeführt. Die molekulare Viskosität wird mit dem Gordon/McBride-Programm [53, 54] für
mehrere Temperaturen berechnet. Durch die so ermittelten Punkte wird ein Polynom gelegt
!


 	   
 
  


 

  


 
  

 
fi 
    	
 
 



fi

 (7.40)
Die spezifische Wärmeleitfähigkeit wird mit Pr    	  aus der Prandtlanalogie (Gl. 2.43) abgelei-
tet. Die mit dem Halsdurchmesser  th gebildete Reynoldszahl ergibt sich zu Re   th


 	


 
 

.
Die Düsenwand ist adiabat. Am Einströmrand werden alle Zustandsgrößen vorgeschrieben. Am
Ausströmrand wird konstant extrapoliert.
Das Rechennetz hat 40 Zellen in Wandnormalenrichtung und 128 Zellen in Strömungsrichtung
(s. Abb. 7.32). Da an dieser Stelle nur die Verfahren miteinander verglichen werden und keine
Abb. 7.32.: Rechennetz für laminare Düsenrechnung
absoluten Vorhersagen gemacht werden, soll dieses relativ grobe Rechennetz genügen. Die axial-
symmetrische Metrik und die Axialsymmetriequellterme finden Verwendung (s. Abs. B.5).
7.4.1. Laminare Strömung
Die meisten untersuchten Schemen zeigen einen sehr glatten Verlauf der Zustandsgrößen an der
Symmetrieachse; die zugehörigen Isolinien schneiden die Achse senkrecht (s. Abb. 7.33, 7.34).
Abb. 7.33.: Links: MAPS (schwarz) und MAPS
D
(orange).
Rechts: symmetrisches TVD (grün) und „upwind“
TVD (blau). Machzahlisokonturen. Laminare Dü-
senrechnung.
Lediglich beim „upwind“ TVD-Schema weisen die Isolinien an der Achse eine unmerklich leichte
und tolerierbare Störung an der Symmetrieachse auf. Das Roe-Schema zeigt Schwingungen am
Grenzschichtrand kurz hinter dem Mach-Durchgang (s. Abb. 7.35). Bedingt durch diese Oszil-
lationen wird die ganze stromab folgende Grenzschicht inkorrekt vorhergesagt. Die fehlerhafte
Grenzschichtdicke beeinflußt auch die reibungsfreie Kernströmung. Sortiert man die Schemen in
aufsteigender Reihenfolge nach ihrer Schärfe, ergibt sich MAPS
D
, MAPS, ROE, symmetrisches
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Abb. 7.34.: Links: MAPS (schwarz) und symmetrisches TVD
(grün). Rechts: ROE (rot) und symmetrisches TVD
(grün). Machzahlisokonturen. Laminare Düsenrech-
nung.
Abb. 7.35.: ROE (rot), symmetrisches TVD (grün) und „upwind“
TVD (blau). Machzahlisokonturen. Laminare Dü-
senrechnung. Vergrößerung in Wandnähe am Düsen-
hals.
TVD und „upwind“ TVD. Bei genauerer Betrachtung von Abbildung 7.35 wird ferner deutlich,
daß auch das „upwind“ TVD einen leichten Schwinger am Grenzschichtrand aufweist. Das sym-
metrische TVD scheint der beste Kompromiß zwischen Schärfe und Stabilität zu sein.
Auch im Wanddruck ist das instationäre Verhalten des Roe-Schemas erkennbar (s. Abb. 7.36).
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Abb. 7.36.: Dimensionsloser Wanddruck (links) und Druck auf
der Achse (rechts). Laminare Düsenrechnung.
Im Mittel sagen alle Schemen die gleiche Wanddruckverteilung vorher. An der Verteilung des
Druckes auf der Achse läßt sich die Schärfe der einzelnen Schemen ebenfalls gut beurteilen. Die
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am wenigsten diffusiven Schemen (symmetrisches und „upwind“ TVD) steuern am wenigsten nu-
merische Diffusion bei, liefern damit die dünneren Grenzschichten, und entspannen die Strömung
daher am stärksten.
Das MAPS-Schema zeigt im Gegensatz zu MAPS
D
eine leichte Schwingung im Druck mit Zell-
frequenz in Wandnähe (s. Abb. 7.37). Das Roe-Schema hat am Grenzschichtrand einen starken
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Abb. 7.37.: Dimensionloser Druck (links) und Temperatur
(rechts) bei .   th

 	   	 
. Laminare Düsenrech-
nung.
Schwinger im Druck. Die Temperaturprofile laufen alle stetig und senkrecht auf die adiabate
Wand zu. Die Brennkammerruhetemperatur wird von allen Schemen um 10% überschritten. Dies
ist ein deutlicher Hinweis auf starke numerische Diffusion durch das zu grobe Rechennetz.
Das Roe-Schema soll wegen der bereits angesprochenen Stabilitätsprobleme bei der Betrachtung
der Düsenleistungsdaten (s. Tab. 7.10) unberücksichtigt bleiben. Je weniger diffusiv das Schema
Schema < sp [ fl ]
& [   7 3 ]
MAPS 434.97 1095.2
MAPS
D
434.93 1093.8
ROE 436.07 1099.5
sym TVD 435.20 1095.9
upw TVD 435.48 1097.7
Tab. 7.10.: Spezifischer Impuls und Schubkraft bei Entspannung
ins Vakuum in Abhängigkeit von der numerischen
Diskretisierung.
ist, desto höher sind der vorhergesagte spezifische Impuls und Schub. Die Bandbreite im spezifi-
schen Impuls von „upwind“ TVD zu MAPS
D
ist 0.12%.
7.4.2. Axialsymmetrie
Isokonturplots von Rechnungen mit axialsymmetrischer Metrik und axialsymmetrischen Quellter-
men (s. Abs. B.5) sind deckungsgleich mit Rechnungen mit kubischer Metrik und Flußberechnung
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Abb. 7.38.: Symmetrisches TVD ohne (grün) und mit (hellgrün)
Axialsymmetriequelltermen. Machzahlisokonturen.
Laminare Düsenrechnung.
in Umfangsrichtung (s. Abb. 7.38). Auch Wanddruckverlauf, Achsdruckverlauf, Wanddruckprofil
und Wandtemperaturprofil sind identisch (s. Abb. 7.39 und 7.40).
−2 0 2 4 6 8
x/Dth
10−3
10−2
10−1
100
p w
/p
c
sym TVD
upw TVD
sym TVD keine Quellterme
upw TVD keine Quellterme
5 6 7 8
x/Dth
0.0001
0.0006
p C
L/p
c
sym TVD
upw TVD
sym TVD keine Quellterme
upw TVD keine Quellterme
Abb. 7.39.: Dimensionsloser Wanddruck (links) und Druck auf
der Achse (rechts). Laminare Düsenrechnung.
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Abb. 7.40.: Dimensionloser Druck (links) und Temperatur
(rechts) bei .   th

 	   	 
. Laminare Düsenrech-
nung.
Die Düsenleistungsdaten ändern sich bei Verwendung der kubischen Metrik mit Flußberechnung
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in Umfangsrichtung nur marginal (s. Tab. 7.11). Beim symmetrischen TVD ist der Unterschied im
Schema < sp [ fl ]
& [   7 3 ]
sym TVD 435.20 1095.9
upw TVD 435.48 1097.7
sym TVD  435.21 1094.3
upw TVD  436.32 1094.1
Tab. 7.11.: Spezifischer Impuls und Schubkraft bei Entspannung
ins Vakuum in Abhängigkeit von der numerischen
Diskretisierung. Für die mit „  “ markierten Rechnun-
gen wurden die Axialsymmetriequellterme nicht ver-
wendet.
spezifischen Impuls 0.016%, beim „upwind“ TVD 0.19%. Der Unterschied im Schub ist 0.15%
bzw. 0.33%.
Um das Konvergenzverhalten zu testen wird eine pseudo-instationäre Rechnung (die Lösung wird
nicht zu jedem neuen Zeitpunkt ab Motorstart voll auskonvergiert) mit impulsivem Vorschreiben
der Einströmdaten bei ff   durchgeführt (s. Abb. 7.41). Zu diesem Zeitpunkt herrscht in der
Düse der Zustand     	   und fi     ffi . Es wird ein globaler Zeitschritt verwendet. Die Ein-
und Ausströmrandbedingungen erlauben kein freies Passieren der akustischen Wellen. Die derart
berechneten Strömungsbilder können einen Eindruck vom wirklichen Düsenmotorstart vermitteln,
ermangeln aber der physikalischen Fundierung. Weil die Flußberechnung in Umfangsrichtung auf
linker und rechter Seite entfällt, ist der Rechenleistungsbedarf bei Verwendung der Axialsymme-
triequellterme etwa 1/3 geringer.
Der Unterschied zwischen den beiden Vorgehensweisen wird besonders gut dicht an der Achse
sichtbar. Die Rechnung ohne die Axialsymmetriequellterme zeigt eine Störung an der Achse, die
erst sehr spät verschwindet. Offensichtlich forciert die Flußberechnung in Umfangsrichtung auf
der linken Seite die Axialsymmetrie der Rechnung an der Achse am schwächsten. Die Rechnung
mit Axialsymmetriequelltermen kommt zu jedem Zeitpunkt dichter an die erwartete Lösung heran
und ermutigt zur zeitechten, instationären Nachrechnung eines Düsenmotorstarts. Zuerst wandert
die Einschaltstoßwelle durch die Düse. Ihr folgt durch das bereits erhitzte Gas die eigentliche
Düsenströmung mit Machscheibe an der Achse, Tripelpunkt, Schrägstoß und Überschallstrahl. Der
Überschallstrahl ist zu Beginn in Richtung Düsenwand geneigt und richtet sich später paralleler
zur Achse aus. Die zeitechte Nachrechnung eines Düsenmotorstarts findet sich bei Chen et al. [3].
7.4.3. Turbulente Strömung
Die Wand wird als hydraulisch glatt angenommen ( ; DF    ). Die reale Düsenwand ist sicherlich
sehr viel rauher. Die Düsenkontur besteht aus spiralförmig verlaufenden, miteinander verschweiß-
ten Röhrchen und ist aus der Nähe betrachtet sehr uneben. Diese Unebenheit gibt der wandnahen
Strömung einen Impuls in Umfangsrichtung und facht Turbulenz an [96, 97]. Bezüglich des Ein-
strömturbulenzgrades besteht ebenfalls erhebliche Unsicherheit. Numerische Untersuchungen zei-
gen jedoch, daß die in der Brennkammer vorgegebene Turbulenz durch die starke Expansion in der
Düse vollkommen gedämpft wird. Um ein nachvollziehbares und gutmütiges Verhalten des Turbu-
lenzmodelles zu erreichen, werden die turbulenten Einströmdaten aus Abschnitt 7.2 übernommen
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Abb. 7.41.: Pseudo instationäre Nachrechung des Düsenmotor-
starts. Mit (links) und ohne (rechts) Axialsymmetrie-
quellterme. Machzahlisokonturen. Laminare Düsen-
rechnung.
(  H     , ! H  !     

). Die Grundströmungsgleichungen werden mit dem symmetrischen
TVD-Schema diskretisiert.
Die turbulente Machzahl überschreitet nirgendwo 0.25. Die Kompressibilitätskorrektur von Wil-
cox (s. Gl. 2.33) kommt daher nicht zum Tragen. Der Einfluß der „realizability“-Korrektur (s. Gl.
2.35) mit Konstanten  
 
 

,
 

 

und    und der ) -Korrektur (s. Abs. 3.6.2) wird
überprüft.
Die turbulente Grenzschicht ist deutlich dicker als die laminare Grenzschicht (s. Abb. 7.42, 7.43).
Die laminare Unterschicht und die logarithmische Zone werden von allen Modellen sehr gut vor-
hergesagt. Die ) -Korrektur dickt die Grenzschicht minimal auf.
Die Turbulenzmodellierung hat keinen bemerkenswerten Einfluß auf die Wanddruckverteilung und
den Reibungsbeiwert (s. Abb. 7.44). Die )  -Korrektur sagt in Düsenhalsnähe einen höheren Rei-
bungsbeiwert vorher, bleibt aber weiter stromab ohne merklichen Einfluß auf den Reibungsbeiwert.
Die Düsenleistungsdaten der turbulenten Rechnung unterscheiden sich nur geringfügig von denen
der laminaren Rechnung (0.44% Unterschied im spezifischen Impuls und 0.49% im Schub) (s. Tab.
7.12). Der Einfluß von Turbulenzmodell, Turbulenzdiskretisierung und )  -Korrektur auf die Dü-
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Abb. 7.42.: Turbulente Rechnung ohne Korrektur mit O1-
Schema (oben) und laminare Rechnung (unten).
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Abb. 7.44.: Wanddruckverlauf (links) und Reibungsbeiwert
(rechts). Turbulente Düsenrechnung.
senleistungsdaten ist kaum spürbar. Schub und spezifischer Impuls werden vom Druck und nicht
von der Reibung dominiert. Die turbulente Grenzschicht ist zwar dicker als die laminare Grenz-
schicht, aber immer noch zu dünn, um das effektive Düsenprofil für die reibungsfreie Strömung
im Düseninneren merkbar zu beeinflussen.
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turb. Schema turb. Diskretisierung < sp [ fl ]
& [    7 3 ]
laminar 435.20 1095.9
keine Korrektur O1-Schema 433.30 1090.5
keine Korrektur sym. TVD 433.35 1090.4
keine Korrektur sym. TVD 433.35 1090.4
  


 

,
 

 

, 

 O1-Schema 433.27 1090.5
  


 

,
 

 

, 


sym. TVD 433.28 1090.5
  


 

,
 

 

, 


 sym. TVD 433.10 1089.3
Tab. 7.12.: Spezifischer Impuls und Schubkraft bei Entspannung
ins Vakuum in Abhängigkeit vom Turbulenzmodell
und der Turbulenzdiskretisierung. Bei der mit „  “
gekennzeichneten Rechnung wurde die )  -Korrektur
verwendet.
7.5. Rampe im Hyperschall
Die Rampe bei  

 
mit Umlenkwinkel 


wurde von Coleman und Stollery vermessen
[98]. Dieser Testfall beinhaltet eine Stoß/Grenzschicht-Wechselwirkung mit Ablösung, Ablöse-
blase und Wiederanlegen (s. Abb. 7.45). Die Strömungstopologie wird von Délery und Bur [99]
Abb. 7.45.: Rampenströmung bei  

 	
mit
 



,
 

 

und    . Schlierenbild aus ähnlichem Experi-
ment [102] (links) und Pseudo-Schlierenbild (rechts).
sehr detailliert skizziert. Die Ecke ist bei  $     	        , die Wand wird auf fi 

fi







gekühlt. Das Gas ist Luft mit    	

,
 
     
 >

 ; 2 ffi

und Pr   	 . Die turbulente Ein-
strömmachzahl ist

H

 

7
und !
H

!

 

. Bei einem Ablenkwinkel von
fi



 ist der
Stoßwinkel ' 

 
 (s. Gl. 7.37). Der Winkel zwischen abgehendem Stoß und Wand ist damit
'

fi

   

.
Das feine Rechennetz hat 179 Zellen in Wandnormalenrichtung mit einem /
D
-Wert der wandnäch-
sten Zelle    und 187 Zellen in Strömungsrichtung, das grobe Rechennetz hat 119   187 Zellen
[76] (s. Abb. 7.46). In beiden Fällen liegen 5 Zellen vor der Rampenvorderkante. Die gleiche
Konfiguration wurde bereits mehrfach nachgerechnet und eingehend untersucht [36, 37, 76]. Die
Grundströmungsgleichungen werden mit dem „upwind“ TVD-Schema diskretisiert.
Die „realizability“-Korrektur für eine repräsentative Lösung ist in Abbildung 7.47 dargestellt. Die
Turbulenz wird am Grenzschichtrand und in Gebieten mit starker Kompression gedämpft. In Stö-
ßen wird die Korrektur von der „strain-rate“ dominiert, in Scher- und Grenzschichten dominiert
die „vorticity“.
Zunächst werden Lösungen auf dem groben Netz mit dem O1-Schema für die Turbulenzgleichun-
gen erstellt (s. Abb. 7.48). Bei Verwendung des orginal Wilcox-Modells ohne Korrektur löst die
Strömung überhaupt nicht ab, Mit Kompressibilitätskorrektur von Wilcox löst sie viel zu früh
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M: 0.00 1.94 3.88 5.82 7.76
Abb. 7.46.: Rampenströmung bei  

 	
mit
  



,
  

 

und    . Feines Rechennetz (oben) und Mach-
zahlisokonturen (unten).
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Abb. 7.48.: Wanddruckverlauf (links) und Wärmestrom (rechts).
Grobes Rechennetzes.
ab. Zwei Möglichkeiten bieten sich an, um den Ablösepunkt an der richtigen Stelle zu fixieren.
Einerseits läßt sich die Kompressibilitätskorrektur modifizieren (  H 
      und  H     ), an-
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dererseits lassen sich die „realizability“-Konstanten modifizieren (   
   ,    
 

und    ).
In jedem Fall muß die zuviel produzierte Turbulenz gedämpft werden.
Die Netzverfeinerung hat keinen Einfluß auf die Größe der Ablöseblase und den Wanddruckver-
lauf, hebt aber den Wandwärmestrom im Wiederanlegebereich um mehr als 60% an (s. Abb. 7.49).
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Abb. 7.49.: Wanddruckverlauf (links) und Wärmestrom (rechts)
bei Verwendung zweier verschiedener Diskretisie-
rungen für die Turbulenzgleichungen und bei Netz-
verfeinerung in Wandnormalenrichtung.
  



,
 

 

und    .
Die Lösung auf dem groben Netz mit der genaueren Diskretisierung der turbulenten, konvekti-
ven Flüsse tendiert in Richtung der Lösung auf dem feinen Netz. Bei weiterer Netzverfeinerung
in Wandnormalenrichtung ändert sich auch der Wärmestrom nicht mehr [36, 37]. Die Dicke der
wandnächsten Zelle war offensichtlich zu grob gewählt (s. Abb. 7.50). Stromab des Wiederan-
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Abb. 7.50.: /
D
-Wert der wandnächsten Zelle. Symmetrisches
TVD für die Turbulenzdiskretisierung.
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.
legepunktes wird der vom Turbulenzmodell geforderte Maximalwert /
D

  beim groben Netz
überschritten.
Übereinstimmend mit den hier gemachten Untersuchungen zeigen auch Coakley und Huang [93],
daß die Ablösung auf der Rampe bei hohen Machzahlen mit dem ; - * Modell zu spät oder gar
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nicht vorhergesagt wird und, daß der berechnete Wärmestrom bis zu zweimal größer ist als im
Experiment. Die Annahme der konstanten turbulenten Prandtlzahl Pr
H 
 

könnte zu simpel
sein.
Darracq untersucht die gleiche Konfiguration mit dem Launder-Sharma ; -  Turbulenzmodell [100].
Wenn das Modell nicht korrigiert wird löst die Strömung viel zu spät ab und der Wärmestrom im
Wiederanlegebereich wird zweifach zu groß vorausgesagt. Mit einer „turbulent length scale cor-
rection“ bringt Darracq den Ablösepunkt und den Wandwärmestrom im Wiederanlegebereich in
Übereinstimmung mit dem Experiment.
Die „realizability“-Konstanten, die bei Kaltgasdüsen die Ablösung in guter Übereinstimmung mit
dem Experiment vorherzusagen erlauben (s. Abs. 8.1, 8.2 und 8.3), bewirken bei der Rampe eine
Vorhersage der Ablösung viel zu weit stromauf (s. Abb. 7.51). Das angepaßte Turbulenzmodell
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Abb. 7.51.: Wanddruckverlauf (links) und Wärmestrom (rechts)
bei Variation der „realizability“-Konstanten und der
Turbulenzdiskretisierung. Feines Rechennetz.
ist offensichtlich nur für eine Klasse von Strömungen brauchbar und nicht allgemeingültig [101].
Das symmetrische TVD und das Larrouturou-Schema, also die beiden Schemen höherer Ordnung
für die Turbulenzdiskretisierung, machen nur minimal unterschiedliche Vorhersagen.
Die Transition findet in der Nachrechnung nicht zwangsläufig an derselben Stelle statt wie in der
Natur. Um den Einfluß der Lage des Transitionspunktes auf den Ablösepunkt zu studieren, wird
der Transitionspunkt verschoben. Streifen erhöhter Wandrauhigkeit [78] stromauf des Transitions-
punktes haben keinen Einfluß auf die Lage desselben.
Um den Transitionspunkt stromauf zu schieben, wird die turbulente Dissipation * stromauf des
Transitionspunktes gedämpft. Die Dämpfung der turbulenten kinetischen Energie ; läßt den Tran-
sitionspunkt stromab wandern (s. Abb. 7.52). Je weiter stromab die Transition stattfindet, um so
kleiner ist die Ablöseblase (s. Abb. 7.53). Die früher turbulent gewordene Grenzschicht ist dicker
und hat ein weniger steiles Geschwindigkeitsprofil, und damit einen kleineren Impuls in Wand-
nähe. Dies bedingt die frühere Ablösung. Die Modifikation der „realizability“-Konstanten hat
keinen Einfluß auf den Reibungsbeiwert, beeinflußt aber die Lage von Transitionspunkt und Ablö-
sung. Zwischen Ablösung und Wiederanlegen wird die Grenzschicht mehrmals komprimiert. Ihre
Dichte beim Wiederanlegen ist sehr hoch. Die Grenzschicht ist dünn, der Geschwindigkeitsgra-
dient an der Wand ist groß, und somit sind auch Reibungsbeiwert und Wärmeeintrag groß. Um
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Abb. 7.52.: Wanddruckverlauf (links) und Wärmestrom (rechts)
Variation des Transitionspunktes.
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und symmetrisches TVD für die Turbulenzdis-
kretisierung. Feines Rechennetz.
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Abb. 7.53.: Reibungsbeiwert. Symmetrisches TVD für die Tur-
bulenzdiskretisierung.
eine korrekte Vorhersage des Ablösepunktes zu erlauben, muß der Transitionspunkt entweder nu-
merisch korrekt vorhergesagt oder fixiert werden. Auch an dieser Stelle wird der Bedarf nach
neueren, fortschrittlicheren Turbulenzmodellen deutlich.
7.6. Stoß/Grenzschicht-Wechselwirkung
Die Stoß/Grenzschicht-Interaktion (s. Abb. 7.54) zeigt Ablösung mit Wiederanlegen, mehrere
Scherschichten, Schrägstöße und Görtlerwirbel in der Wiederanlegezone [99]. Nachgerechnet
wird das Experiment mit    	 , Re         

und Stoßgeneratorwinkel
fi

 

 

von
Holden [102]. Leider übersieht Holden die Angabe der genauen Position des Stoßgenerators re-
lativ zur Platte. In der Nachrechnung wird der einfallende Stoß so positioniert, daß er in seiner
Verlängerung bei Re   	       

auf die Platte trifft. Die Ruhetemperatur der Anströmung ist
fi



 

  
ffi . Die Wand wird gekühlt auf fi 

fi



  
. Das Gas ist Luft mit    	

und
 
    
 >

 ; 2 ffi

. Am Einströmrand werden die turbulenten Größen gesetzt zu  H     
7
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Abb. 7.54.: Prinzipskizze der Stoß/Grenzschicht-Wechsel-
wirkung.
und !
H 
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   
. Der Einfluß der endlichen Plattenspannweite im Experiment [103, 104] wird
nicht untersucht. Am oberen Rand wird der Stoßgenerator durch Vorschreiben der Zustandsgrö-
ßen hinter dem Stoß simuliert. Für den Umlenkwinkel
fi

 

 
 ist der Stoßwinkel '  	   .
Die Strömung wird von     	 auf   

  
verzögert, um  




  	
 komprimiert
und um fi 

fi


  
erhitzt. Die Grundgleichungen werden mit dem „upwind“ TVD-Schema
diskretisiert.
Zwei Rechennetze werden verwendet. Das feine Rechennetz hat 400 Zellen in Strömungsrichtung
und 280 Zellen in Wandnormalenrichtung mit einem /
D
-Wert der wandnächsten Zelle    und
ist an der Plattenvorderkante und im Gebiet der Wechselwirkung verdichtet (s. Abb. 7.55). 5
M: 0.00 1.81 3.62 5.43 7.24
Abb. 7.55.: Rechennetz für Stoß/Grenzschicht-Wechselwirkung
(oben) (nur jede achte Netzlinie ist dargestellt) und
Machzahlisokonturen der Lösung aus Abb. 7.57 (un-
ten).
Zellen liegen vor der Plattenvorderkante. Das grobe Netz ist in beiden Richtungen um den Faktor
2 ausgedünnt. Da alle Rechnung zweidimensional und stationär sind, können dreidimensionale
Strukturen wie Görtlerwirbel nicht simuliert werden.
Mit dem Wilcox-Modell ohne Korrektur löst die Strömung überhaupt nicht ab. Der Stoß ist sehr
aufgedickt, und die erwarteten Strömungsdetails fehlen (s. Abb. 7.56).
M: 0.0 1.8 3.6 5.4 7.2
Abb. 7.56.: Stoß/Grenzschicht-Wechselwirkung bei    	 .
Lösung auf feinem Netz mit Turbulenzmodell ohne
Korrektur. O1-Schema für Turbulenz. Machzahliso-
konturen.
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Bei Verwendung einer angepaßten „realizability“-Korrektur werden die erwarteten Strukturen in
der Lösung sichtbar (s. Abb. 7.57). Die Lösungen mit unterschiedlichen Turbulenzkorrekturen
log10(p): 3.4 3.8 4.2 4.5 4.9 M: 0.4 2.0 3.7 5.3 7.0
Abb. 7.57.: Stoß/Grenzschicht-Wechselwirkung bei    	 mit
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und    . Im Uhrzei-
gersinn: Schlierenbild aus Experiment [102] (oben
links), Pseudo-Schlierenbild, Machzahl und stati-
scher Druck. Numerische Lösung auf feinem Netz
mit O1-Schema und
  



,
 

 

und    für
die Turbulenzgleichungen.
unterscheiden sich nur in der Größe der Ablösblase, nicht aber in der Strömungstopologie.
Die Lösungen auf dem groben Netz mit „realizability“-Korrektur und den angepaßten Konstan-
ten aus Abschnitt 7.5 kommen dem experimentellen Druckprofil am nächsten (s. Abb. 7.58). Im
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Abb. 7.58.: Stoß/Grenzschicht-Wechselwirkung bei    	 .
Druckbeiwert (links) und Stantonzahl (rechts).
Wiederanlegebereich wird die Stantonzahl zu groß und der Reibungsbeiwert zu klein vorhergesagt
(s. Abb. 7.59). Wenn die konvektiven Flüsse der Turbulenzgleichungen mit dem zweiter Ordnung
genauen, symmetrischen TVD-Schema statt dem O1-Schema und damit genauer diskretisiert wer-
den, wächst die Ablöseblase. Im Wiederanlegebereich fallen Druck, Reibungsbeiwert und Wär-
meeintrag. Die gleiche Tendenz ist bei Netzverfeinerung auszumachen. Dies steht im Gegensatz
zu der in Abschnitt 7.5 gemachten Beobachtung, daß der Wärmestrom im Wiederanlegegebiet bei
Netzverfeinerung ansteigt. Die Grenzschicht ist nach dem Wiederanlegen stark verdichtet. Die
Wandreibung und der Wärmeeintrag sind sehr viel höher als vor der Ablösung. Der starke Ab-
fall von Druck- und Reibungsbeiwert sowie Stantonzahl für Re 
 
 
  
 
  im Experiment wird
durch den von der Stoßgeneratorhinterkante abgehenden Expansionsfächer verursacht und in der
Nachrechnung nicht wiedergegeben.
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Abb. 7.59.: Stoß/Grenzschicht-Wechselwirkung bei    	 .
Reibungsbeiwert.
Die dimensionslosen Geschwindigkeitsprofile stromauf der Ablösestelle treffen alle gut die Stei-
gung fl

  
 [90] für die gekühlte Wand in der logarithmischen Zone (s. Abb. 7.60). Auch das
100 101 102 103
y+
0
10
20
30
u
+
u
+
 = 1/0.35 ln y+ + 6.48
140x200, A0=0, As=1.732, a=2, O1−Schema
140x200, A0=0, As=1.732, a=2, sym TVD
280x400, A0=0, As=1.732, a=2, O1−Schema
280x400, A0=0, As=1.732, a=2, sym TVD
280x400, A0=0, As=2.1, a=2, sym TVD
500 1000 1500
v [m/s]
0.0
2.0
4.0
6.0
8.0
d 
[m
m]
1/7 Wandgesetz, δ=6mm
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Abb. 7.60.: Stoß/Grenzschicht-Wechselwirkung bei    	 .
Dimensionsloses (links) und dimensionsbehaftetes
Geschwindigkeitsprofil (rechts) bei Re              .
1/7 Geschwindigkeitsgesetz wird recht gut getroffen.
Abhängig vom verwendeten Modell wird die Lage des Transitionspunktes unterschiedlich voraus-
gesagt (s. Abb. 7.59). Wie in Abschnitt 7.5 wird auch hier offensichtlich der Ablösepunkt vom
Transitionspunkt beeinflußt. Wird ein Modell verwendet, bei dem der Transitionspunkt weiter
stromauf liegt, ist die Grenzschicht im interessierenden Bereich dicker und löst später ab. Genau
wie bei der Rampe so ist also auch bei der Stoß/Grenzschicht-Wechselwirkung eine Fixierung oder
Vorhersage des Transitionspunktes in Übereinstimmung mit dem Experiment Grundvoraussetzung
für korrekte Ablösevorhersagen.
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Der Betrieb von Kaltgasdüsen ist einfach. Eine größere Anzahl von Versuchen kann in kurzer Zeit
und ohne viel Aufwand durchgeführt werden. Da keine Temperaturprobleme auftreten bereitet
das Anbringen von Meßaufnehmern keine Schwierigkeiten. Mit Kaltgasexperimenten läßt sich im
Vergleich zu Heißgasversuchen relativ einfach eine große Fülle experimenteller Daten ansammeln.
Weil auch die Gasmodellierung durch die ideale Gasgleichung einfach ist, sind Kaltgasdüsenexpe-
rimente attraktiv für die Validierung numerischer Verfahren.
In diesem Kapitel werden zunächst drei einfache Kaltgasdüsen nachgerechnet (s. Abs. 8.1, 8.2,
8.3). Im Anschluß daran werden drei Kaltgas „dual bell“-Konturen untersucht (s. Abs. 8.4). Für
die Nachrechnung des „heißen“ Vulcain-Triebwerks wird die ideale Gasgleichung durch Gaszu-
standstabellen ersetzt (s. Abs. 8.5). Schließlich werden für Vulcain 2 auch die Speziestransport-
gleichungen gelöst und chemische Reaktionen berücksichtigt (s. Abs. 8.6).
Bei Idealgasrechnungen wird die Einströmmachzahl mit Gleichung A.4 direkt aus dem Flächenver-
hältnis berechnet. Dabei wird die Strömung als eindimensional, isentrop, isenthalp und reibungs-
frei angesehen. Obwohl all diese Annahmen nur Näherungen sind, liegt die derart berechnete
Einströmmachzahl doch sehr dicht am tatsächlichen Wert. Der Unterschied entsteht im wesentli-
chen durch den Verdrängungseffekt der Grenzschicht, welche das subsonische Flächenverhältnis
vergrößert, und ist als leichter Sprung in den Zustandsvariablen am Einströmrand erkennbar. Bei
Gleichgewichtrealgas- und Nichtgleichgewichtrechnungen wird die Einströmmachzahl mit dem
Gordon/McBride-Programm [53] berechnet. Die turbulenten Größen am Einströmrand sind nicht
bekannt. Verschiedene Rechnungen haben jedoch gezeigt, daß die Turbulenz durch die starke
Expansion stromab des Düsenhalses stark gedämpft wird. Die Dicke des Grenzschichtprofils am
Einströmrand ist eine andere Unbekannte. Bei Vulcain 2 wird das 1/7-Geschwindigkeitsprofil (s.
Gl. 7.20) an den Einströmrändern vorgeschrieben. Bei allen anderen Düsen wird am Einströmrand
ein Kastenprofil angenommen.
8.1. Abgeschnittene ideale Kontur
Die ideale Kontur hat am Düsenende ein homogenes Geschwindigkeitsprofil, ist aber unpraktika-
bel lang. Ahlberg schlägt darum eine schuboptimierte, abgeschnittene, ideale Kontur („truncated
ideal contour“ oder kurz TIC) vor [105]. Die hier untersuchte, abgeschnittene, ideale Kontur wur-
de vom DLR (Deutsches Zentrum für Luft- und Raumfahrt) ausgelegt und am Prüfstand P6.2 in
Lampoldshausen getestet [106]. Das Flächenverhältnis ist    =20.66 und der Halsdurchmesser ist


. Das Betriebsgas im Experiment war Stickstoff. Für die Nachrechnung wird Luft mit
    
>

 ; 2 ffi

,


 	

und Pr   	 gewählt. Es gelten die Idealgasgleichung, Sutherlands
Gesetz und die Prandtlanalogie. Die Einströmmachzahl ist       

	

, die Ruhetemperatur
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der Einströmung ist fi A 





ffi . Der Umgebungszustand ist definiert durch  amb

 	    	
	


und fi amb

  
ffi . Am Einströmrand und am Fernfeldrand wird 
H 
  

und !
H 
!

 


vorgeschrieben. Die Wandrauhigkeit ist, wenn nicht anders erwähnt, ; DF
 
. Am Fernfeldrand
wird isentrope, isenthalpe Einströmung vorgeschrieben.
Es wird auf drei Netzen gerechnet: Das grobe Netz hat 100 Zellen in Längsrichtung und 70 Zellen
in radialer Richtung in der Düse (s. Abb. 8.1). Das mittelfeine Netz hat 200   140 Zellen und das
Abb. 8.1.: TIC. Rechennetz mit 50   35 Zellen in der Düse.
feine Netz hat 400   280 Zellen. Die Länge des Rechennetzes beträgt das 20fache und die Breite
das 4fache des Düsenaustrittsradius. Die Gesamtanzahl der Zellen ist 10800 für das grobe Netz,
43200 für das mittelfeine Netz und 172800 für das feine Netz. Der /
D
-Wert der wandnächsten
Zelle liegt bei allen verwendeten Netzen immer deutlich unter 1.
8.1.1. Anpassung der „realizability“-Konstanten
Die Grundströmungsgleichungen werden mit dem Roe-Schema und die Turbulenzgleichungen
werden mit dem O1-Schema diskretisiert. Testrechnungen auf dem groben Netz zeigen, daß die
Ablösung ohne Korrektur viel zu spät stattfindet (s. Abb. 8.2). Die turbulente Viskosität ist auch
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Abb. 8.2.: TIC. Wanddruckverlauf (links) und Reibungsbeiwert
(rechts). Variation der „realizability“-Konstanten.
Grobes Rechennetz. Roe-Schema für die Grundströ-
mung und O1-Schema für die Turbulenz.
außerhalb der Grenzschicht sehr hoch. Der starke Stoß ist stark aufgedickt, die Schrägstöße sind
nur schwer erkennbar (s. Abb. 8.3). Dies steht im Widerspruch zur Beobachtung im Experiment
(s. Abb. 8.4). Im Experiment wurde eine periodische Modulation des Düsenstrahlrandes, vermut-
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M: 0.3 1.2 2.1 3.0 3.8
Abb. 8.3.: TIC mit  A


=30. Grobes Rechennetz. Machzahl  .
Roe-Schema für die Grundströmung und O1-Schema
für die Turbulenz. Turbulenzmodell ohne Korrektur
(oben) und mit „realizability“-Korrektur mit   
   ,
 

 


und    (unten).
Abb. 8.4.: TIC. Farbschlierenbild des Experiments am DLR
[106].
lich hervorgerufen duch eine Görtler-Instabilität der Grenzschicht, in Umfangsrichtung beobach-
tet. In der axialsymmetrischen Nachrechnung können solche dreidimensionalen Effekte per se
nicht behandelt werden. Die Frage, ob die dreidimensionalen Effekte einen nennenswerten Ein-
fluß auf die Strömung haben muß geklärt werden. Bei Verwendung der „realizability“-Korrektur
von Moore & Moore wird der Ablösepunkt zu weit stromauf vorhergesagt. Durch Anpassung der
„realizability“-Konstanten läßt sich die Ablösung an der richtigen Stelle fixieren [92]. Mit dem
Moore & Moore-Modell liegt der berechnete Reibungsbeiwert deutlich niedriger als mit dem Ori-
ginalmodell oder mit den angepaßten „realizability“-Konstanten. Der Reibungsbeiwert und damit
auch die Grenzschicht scheinen nicht alleine für die Position der Ablösung verantwortlich zu sein.
Andere Kriterien, wie der Druckabfall in der Rezirkulation am Düsenende, sind von gleicher Wich-
tigkeit. Der Druckabfall dieser Rückströmung wird von der Breite des für die Rückströmung zu
Verfügung stehenden Kanals und von den Reibungsverlusten an der Strahlgrenze bestimmt. Das
Turbulenzmodell muß die Strahlaufweitung an Scherschichten korrekt vorhersagen. Das Netz muß
die Scherschichten ausreichend fein auflösen. An dieser Stelle würde eine adaptive Netzverfeine-
rung von Vorteil sein [107].
Mit dem so angepaßten Turbulenzmodell wird nun eine ganze Reihe von Druckverhältnissen nach-
gerechnet (s. Abb. 8.5 und 8.6). Die Düse zeigt bei allen Druckverhältnissen Ablösung ohne
Wiederanlegen. Vom Düsenhals geht eine leichte Stoßwelle ab. Auch bei dieser Rechnung zeigt
das Roe-Schema (vgl. Abs. 7.4) trotz der zusätzlichen Dämpfung durch die turbulente Viskosität
Schwingungen am Grenzschichtrand (s. Abb. 8.7). Die schwache, interne Stoßwelle tritt bei nied-
rigen Druckverhältnissen ( A   = 20, 10) in Wechselwirkung mit dem starken Stoß. Die Mach-
scheibe wird zum Kappenstoß verformt. Stromab des Reflektionspunktes der internen Stoßwelle
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Abb. 8.5.: TIC. Pseudo-Schlierenbilder für  A
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=10 (oben
links), 20, 30, 40 (unten links), 50 (oben rechts), 65
und 75 (unten rechts). Grobes Rechennetz. Roe-
Schema für die Grundströmung und O1-Schema für
die Turbulenz. „realizability“-Korrektur mit
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,
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
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
und    .
Abb. 8.6.: TIC. „vorticity“-Isokonturen für  A


=10 (oben
links), 20, 30, 40 (unten links), 50 (oben rechts), 65
und 75 (unten rechts). Grobes Rechennetz. Roe-
Schema für die Grundströmung und O1-Schema für
die Turbulenz. „realizability“-Korrektur mit
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M: 0.26 1.32 2.38 3.43 4.49
Abb. 8.7.: TIC. Machzahlisokonturen. Vergrößerung in Wandnä-
he am Düsenhals. Grobes Rechennetz. Roe-Schema
für die Grundströmung und O1-Schema für die Turbu-
lenz mit
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

und    .
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öffnet sich ein Gebiet mit beinahe gleichförmigen Strömungseigenschaften. Wenn der starke Stoß
stromab dieses Reflektionspunktes liegt, ist er senkrecht („Machscheibe“).
Mit dem auf  A



 
angepaßten Turbulenzmodell wird der Ablösepunkt bei den niedrigeren
Druckverhältnissen etwas zu spät und bei den höheren Druckverhältnissen etwas zu früh vorher-
gesagt (s. Abb. 8.8). Offensichtlich ist das Turbulenzmodell nicht universal gültig. Betrachtet man
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Abb. 8.8.: TIC. Wanddruckverlauf. Grobes Rechennetz. Roe-
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 



,
 

 	


und    .
Symbole: Experiment.
Position .
 
und Größe des minimalen Wanddruckes   (s. Abb. 8.9), so wird klar, daß die Rechnun-
gen das tatsächliche Verhalten der Düse qualitativ richtig wiedergeben.   fällt mit wachsendem
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Abb. 8.9.: TIC. Position .  des minimalen Wanddruckes (links)
und minimaler Wanddruck in Abhängigkeit vom
Druckverhältnis (rechts). Grobes Rechennetz. Roe-
Schema für die Grundströmung und O1-Schema für
die Turbulenz mit
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
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,
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
 


und    .
.
 
und steigt am Düsenende wieder an („end effect“) [2]. Bei Ablösung im vorderen Teil der Dü-
se ist die Voraussage mit der Schmucker-Formel (s. Gl. 1.1) in guter Übereinstimmung mit dem
Experiment. Bei Ablösung im mittleren Teil der Düse sagt sie die Ablösung zu früh voraus. Die
Schmucker-Formel berücksichtigt den „end effect“ nicht.
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Der Abstand zwischen dem Ablösepunkt . sep und dem Punkt, wo der starke Stoß die Achse
kreuzt, nimmt mit steigendem Druckverhältnis immer weiter zu (s. Abb. 8.10).
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0
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Abb. 8.10.: TIC. Abstand zwischen Ablösepunkt und Punkt, wo
der starke Stoß die Achse kreuzt. Grobes Rechennetz.
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8.1.2. Netzverfeinerung
Bei Beibehaltung der Diskretisierung und Turbulenzmodellierung aus dem vorangegangenen Ab-
schnitt wandert der Ablösepunkt bei Netzverfeinerung stromab (s. Abb. 8.11). Die Stärke der
5 10 15
x/rth
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
p w
/p
a
Experiment
grobes Netz
mittelfeines Netz
feines Netz
100 101 102 103 104
y+
0
10
20
u
+
u
+
 = 1/0.41 ln y+ + 3.641
grobes Netz
mittelfeines Netz
feines Netz
Abb. 8.11.: TIC Netzverfeinerungsstudie. Wanddruckverlauf
(links) und dimensionsloses Geschwindigkeitsprofil
bei .
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  	 	  (rechts). Roe-Schema für die
Grundströmung und O1-Schema für die Turbulenz
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Rezirkulationsblase am Düsenrand nimmt zu. Der Druckanstieg hinter der Ablösung flacht ab; der
Gegendruck, der die Ablöseposition bestimmt, fällt. Weder im Experiment noch in der Nachrech-
nung entspricht der Gegendruck dem Umgebungsdruck. Sein im Experiment gemessener Wert
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von 
 

 wird bei allen Rechnungen nur im Staupunkt der Rezirkulationsblase erreicht. Die
Ablösung bewegt sich Richtung Düsenende, ohne daß Netzkonvergenz erkennbar wäre. Die di-
mensionslosen Geschwindigkeitsprofile sind sich sehr ähnlich. Die laminare Unterschicht und die
Steigung in der logarithmischen Zone werden gut getroffen. Nur an der „defect layer“ ist ein
Unterschied erkennbar. Sie ist bei Netzverfeinerung stärker ausgeprägt.
Um den Einfluß der Diskretisierung auf die Netzkonvergenz zu überprüfen, werden die Turbulenz-
gleichungen nun mit dem zweiter Ordnung genauen symmetrischen TVD-Schema diskretisiert
und die Grundströmungsgleichungen mit dem genaueren „upwind“ TVD diskretisiert. Es wer-
den weitere Rechnungen auf dem groben und mittelfeinen Netz durchgeführt (s. Abb. 8.12). Bei
Verwendung des Roe-Schemas ist auch mit der genaueren Turbulenzdiskretisierung keine Netz-
konvergenz erzielbar. Der Ablösepunkt liegt weiter stromab als bei Verwendung des O1-Schemas
für die Turbulenzdiskretisierung. Mit dem „upwind“ TVD läßt sich Netzkonvergenz nachweisen.
Der Ablösepunkt verschiebt sich gegenüber dem Roe-Schema noch weiter stromab. Der Druck-
anstieg stromab des Ablösepunktes ist weniger steil. Der starke Stoß schneidet unabhängig vom
verwendeten Schema immer exakt an der gleichen Position die Symmetrieachse. Der Gegendruck
hinter dem normalen Stoß liegt bei      . Der Druckanstieg im starken Stoß ist auf dem mittel-
feinen Netz steiler. Bei Verwendung des Roe-Schemas wird auf dem mittelfeinen Netz ein zweiter
starker Stoß bei .


th

 
aufgelöst. Der Reflektionspunkt der internen Stoßwelle wandert bei
Verwendung des Roe-Schemas bei Netzverfeinerung stromauf von .


th

  
nach .


th


.
Wenn die Grundströmungsgleichungen mit dem „upwind“ TVD-Schema diskretisiert werden, ist
auf dem groben Netz überhaupt keine schwache interne Stoßwelle erkennbar. Auf dem mittelfei-
nen Netz zeigt auch das „upwind“ TVD-Schema eine leichte interne Stoßwelle mit Reflektions-
punkt bei .


th


. Der Druck auf der Achse liegt beim Roe-Schema generell leicht tiefer und die
Machzahl auf der Achse dementsprechend etwas höher als beim „upwind“ TVD-Schema. Die di-
mensionslosen Geschwindigkeitsprofile sind sich sehr ähnlich. Die Netzverfeinerung und auch der
Wechsel vom Roe- auf das „upwind“ TVD-Schema verstärken die Dicke der „defect layer“. Der
Reibungsbeiwert stromauf der Ablösung ist unabhängig vom verwendeten Schema gleich groß.
Nun werden die Grundströmgungsgleichungen mit dem „upwind“ TVD-Schema und die Turbu-
lenzgleichungen mit dem symmetrisches TVD-Schema diskretisiert und die „realizability“-Kon-
stanten erneut so angepaßt, daß die Lage des Ablösepunktes korrekt vorhergesagt wird (s. Abb.
8.13). Die Einstellungen  
   ,        ,    und   
 
 

,
 

 

, 


erfüllen
diese Forderung beide sehr gut. Das Moore & Moore-Modell sagt die Ablösung wiederum viel zu
weit stromauf vorher. Die Kompressibilitätskorrektur von Wilcox schneidet vergleichsweise gut
ab und zeigt einen Kappenstoß mit kleinem, senkrechten Stoß (Machscheibe-Ring) im „äußeren“
Schrägstoßsystem (s. Abb. 8.14).
Nun werden zwei auf dem mittelfeinen Rechennetz erstellte Lösungen mit symmetrischem TVD
und
  


 

,
 

 

und    für die Turbulenzdiskretisierung miteinander verglichen.
Bei der einen Lösung sind die Grundströmungsgleichungen mit dem Roe-Schema diskretisiert,
bei der anderen Lösung sind die Grundströmungsgleichungen mit dem „upwind“ TVD-Schema
diskretisiert. Das Druckverhältnis ist  A



 
.
Die Machisolininen verlaufen ähnlich (s. Abb. 8.15). Das Roe-Schema zeigt einen stärker ausge-
prägten, internen Stoß. Der starke Stoß schneidet an derselben Stelle die Symmetrieachse. Hinter
dem starken Stoß existiert kein Rückströmungsgebiet. Am Düsenende steht ein Wirbel in der
Ablöseblase und einer in der Mitte des Rezirkulationsgebietes. Der Überschallstrahl stromab des
Schrägstoßes verliert sehr früh alle Details in Strömungsrichtung. Ursache hierfür ist sowohl die
große turbulente Viskosität (s. Abb. 8.18) als auch die starke Zellstreckung.
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Abb. 8.12.: TIC Netzverfeinerungsstudie. Im Uhrzeigersinn:
Wanddruckverlauf  (links oben), Druck auf der
Achse  CL, Machzahl auf der Achse

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sionsloses Geschwindigkeitsprofil 
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Der statische Druck hinter dem starken Stoß liegt über dem Umgebungsdruck (s. Abb. 8.15) und
erreicht erst nach mehrfacher Expansion und Kompression den Umgebungswert. Der statische
Druck im Überschallstrahl und im Rezirkulationsgebiet liegt unter dem Umgebungsdruck. Der
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„upwind“ TVD-Schema für die Grundströmung und
symmetrisches TVD für die Turbulenz.
M: 0.3 1.3 2.3 3.3 4.3
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höchste statische Druck - abgesehen von der Vorkammer - findet sich hinter dem zweiten Schräg-
stoß.
Die Temperatur fällt bei der Expansion in der Düse auf 90K ab (s. Abb. 8.15). Das Betriebsgas
Stickstoff im Experiment ist sehr trocken; Kondensation von Wasser trat nicht auf. Hinter den
Schrägstößen und hinter dem starken Stoß ist die Strömung deutlich aufgeheizt. Der Überschall-
strahl ist kälter als die Umgebung. Das Rezirkulationsgebiet und die Strahlgrenze sind heißer
als die Umgebung. In beiden Gebieten wird durch Reibung kinetische Energie in innere Energie
umgesetzt.
Die Totalenthalpie der reibungsfreien Düsenströmung sollte konstant bleiben. Ihre Schwankung
ist ein Maß für die Güte der Diskretisierung. In Wandnähe und hinter den Schrägstößen nimmt sie
leicht zu, hinter dem starken Stoß fällt sie stark ab (s. Abb. 8.16). Der Fehler in der Totalenthalpie
hinter dem starken Stoß ist beim „upwind“ TVD-Schema größer als beim Roe-Schema. Hinter
dem starken Stoß ist auch das Maximum der turbulenten kinetischen Energie (s. Abb. 8.18). In der
Scherschicht vermischen sich die Totalenthalpie von Umgebung und Düsenstrahl.
In den von der Viskosität dominierten Gebieten und hinter Verdichtungsstößen nimmt die Entropie
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M: 0.3 1.3 2.3 3.3 4.3 log10(p): 3.8 4.3 4.9 5.4 5.9
T: 89 164 238 313 387
Abb. 8.15.: TIC mit  A
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zu (s. Abb. 8.16). In der Düsengrenzschicht, im Rezirkulationsgebiet und an der Strahlgrenze sind
Wirbelstärke (s. Abb. 8.17) und turbulente Viskosität (s. Abb. 8.18) groß. Kinetische Energie wird
abgebaut und in Wärme umgesetzt. Beim Durchgang durch den starken Stoß erfährt die Strömung
ebenfalls eine große Entropiezunahme.
Die bildliche Darstellung des Dichtegradienten entspricht in etwa dem Schlierenbild des Experi-
mentes. Im Experiment wird der Dichtegradient des kompletten, dreidimensionalen Strömungs-
gebietes sichtbar gemacht. Der Schnitt parallel zur Bildplatte wird von allen anderen Schnitten
überlagert. Der Dichtegradient ist gut geeignet, um Scherschichten, Expansionen, Kompressionen
und besonders Verdichtungsstöße im Strömungsfeld sichtbar zu machen (s. Abb. 8.17). Der in-
terne Stoß ist beim Roe-Schema deutlich schärfer ausgebildet als beim „upwind“ TVD-Schema.
Im wesentlichen sind aber alle erkennbaren Strömungsdetails (starker Stoß, Schrägstöße, Ablöse-
blase, Überschallstrahl und Strahlrandzone) unabhängig vom Schema in beiden Lösungen gleich.
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√(∇ ρ)2: 2.0 5.3 13.9 36.7 96.7 √(∇ x v)2: 1000 2174 4727 10276 22341
Abb. 8.17.: TIC mit  A
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Stromab des starken Stoßes schnürt sich der Strahl ein, und die Kernströmung beschleunigt wieder.
Die erneute Abbremsung der Kernströmung in einer Kompressionszone erfolgt beim Roe-Schema
etwas später als beim „upwind“ TVD-Schema.
Im „vorticity“-Plot (s. Abb. 8.17) lassen sich Scherungen besonders gut erkennen. Die Ablösebla-
se, der Überschallstrahl und seine Strahlaufweitung sind deutlich erkennbar. Die „vorticity“ ist in
der Düsengrenzschicht am höchsten. In Gebieten mit Kompression und Scherung wird turbulente
kinetische Energie produziert. In Expansionszonen wird sie dissipiert. Gebiete mit starker Sche-
rung finden sich in der Düsengrenzschicht und in der Scherschicht des Überschalldüsenstrahles (s.
Abb. 8.17). Die turbulente kinetische Energie und damit die turbulente Machzahl steigen an (s.
Abb. 8.18). In den Schrägstößen wird die Strömung leicht komprimiert und umgelenkt, im starken
µT/µ: 5009 13428 21847 30266 38686 MT: 0.07 0.33 0.60 0.87 1.13
Abb. 8.18.: TIC mit  A
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Stoß wird sie stark komprimiert. An beiden Stellen wird ebenfalls Turbulenz produziert. Stromab
des starken Stoßes wird die Kernströmung wieder expandiert und beschleunigt. In diesem Gebiet
wird Turbulenz dissipiert. Die turbulente Machzahl stromab des starken Stoßes überschreitet den
Wert 1, d.h. die turbulente Schwankungsgeschwindigkeit überschreitet die Schallgeschwindigkeit
der Strömung. Die größte turbulente Viskosität findet sich an der Strahlgrenze. Zusätzlich zu der
von stromauf dorthin transportierten Turbulenz wird hier fortlaufend neue Turbulenz produziert.
Die turbulente Viskosität ist bis zu 40000mal größer als die laminare Viskosität. Die Strömung
wird, erkennbar an der starken Strahlaufweitung, deutlich von den viskosen Effekten beeinflußt.
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In der Natur findet an allen Strahlgrenzen eine starke Wirbelbildung statt; die Strömung ist stark in-
stationär. Eine Modellierung des tatsächlichen Geschehens durch hohe Werte turbulenter Viskosi-
tät erlaubt vielleicht das richtige Nachvollziehen des Impulaustausches zwischen Überschallstrahl
und Umgebung.
Mit dem O1-Schema für die Turbulenzdiskretisierung und
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und    werden
nun zwei Lösungen auf dem feinen Netz erstellt (s. Abb. 8.19). Obwohl der Wanddruckverlauf
√(∇ ρ)2: 2.0 5.3 13.9 36.7 96.7 √(∇ x v)2: 1000 2174 4727 10276 22341
Abb. 8.19.: TIC mit  A
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bereits konvergiert ist, weist insbesondere die Strahlgrenze mehrere stromab schwimmende Un-
stetigkeiten auf. Die numerische Diffusion durch das vorher gröbere Rechennetz fehlt, und das
Turbulenzmodell produziert nicht genug turbulente Viskosität, um den Strahlrand zu stabilisieren.
Bei der Lösung mit dem Roe-Schema wandert die erste Kompression stromab des starken Stoßes
gegenüber der Lösung auf dem mittelfeinen Netz etwas stromauf. Im Überschallstrahl sind mehr
Expansions- und Kompressionszonen erkennbar. Die Lösung mit dem „upwind“ TVD-Schema
zeigt wie auf dem mittelfeinen Netz einen rückwärtig deformierten, starken Stoß (Kappenstoß)
mit kleinem, senkrechtem Stoß an der Anschlußstelle zum Schrägstoß (Machscheibe-Ring). Hin-
ter dem starken Stoß steht ein Rezirkulationswirbel. Nach Umströmung dieses Wirbels vereinigt
sich der Kernstrahl etwa am Düsenende wieder auf der Achse. Ein zweiter Stoß im Überschall-
strahl sowie im Kernstrahl paßt das Druckniveau weiter an den Umgebungszustand an. Beide Stöße
sind in etwa gleich positioniert wie die Kompressionen im Kernstrahl der Lösung mit dem Roe-
Schema. Die „vorticity“ im Wirbel stromab des starken Stoßes ist deutlich größer als im Gebiet
des glatten Abfließens hinter dem starken Stoß bei Verwendung des Roe-Schemas. Der Pfad der
durch die Tripelpunkte hindurchtretenden Stromlinien ist noch lange stromab im „vorticity“-Plot
sichtbar. Diese Grenzstromlinien markieren die Strahlgrenzen.
8.1.3. Einfluß der Wandrauhigkeit
Auf dem mittelfeinen Netz wird nun der Einfluß der Wandrauhigkeit auf die Ablösung untersucht
(vgl. Abs. 7.2.2). Die Grundströmungsgleichungen werden mit dem „upwind“ TVD-Schema dis-
kretisiert, die Turbulenzgleichungen werden mit dem symmetrischen TVD-Schema mit
 !



,
 

 	


und    diskretisiert. Der Reibungsbeiwert der hydraulisch glatten Wand ( ;
D
F

  )
liegt deutlich unter dem der rauhen Wand ( ;
D
F

  
 ) (s. Abb. 8.20). Die Änderung der Wandrau-
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Abb. 8.20.: TIC. Mittelfeines Rechennetz. Im Uhrzeigersinn:
Wanddruckverlauf (oben links), dimensionsloses Ge-
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higkeit hat keinen merklichen Einfluß auf die Lage des Ablösepunktes. Auch die Größe der Ab-
löseblase bleibt unverändert. Die laminare Unterschicht verschwindet bei der rauhen Wand, die
Steigung
(

D

(
/
D
in der logarithmischen Zone bleibt jedoch gleich.
8.1.4. Einfluß der turbulenten Prandtlzahl
Die turbulente Prandtlzahl variiert in der Grenzschicht zwischen 0.6 und 1.1. Ihr Durchschnitts-
wert über die gesamte Grenzschichtdicke liegt bei ca. 0.8 [108]. Die turbulente Prandtlzahl wird
üblicherweise zu 0.9 angenommen. Um den Einfluß der Prandtlzahl auszumachen, wird sie auf
den Wert 1.1 angehoben. Dies hat keinen Einfluß auf die Position der Ablösung (s. Abb. 8.21).
Auch das dimensionslose Geschwindigkeitsprofil bleibt weitgehend unverändert. Bei nahezu kon-
stanter Viskosität bewirkt ein Anheben der Prandtlzahl gemäß der Prandtlanalogie ein Abfallen
der Wärmeleitung und daraus resultierend ein Ansteigen der adiabaten Wandtemperatur. Die adia-
bate Wand wird besser gegen die Umgebung isoliert und die Dicke der Temperaturgrenzschicht
nimmt zu. Die heißere Grenzschicht hat eine geringere Dichte, ist dicker, hat einen kleineren
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Abb. 8.21.: TIC. Grobes Rechennetz. Im Uhrzeigersinn: Wand-
druckverlauf (oben links), dimensionsloses Ge-
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Geschwindigkeitsgradienten an der Wand und damit auch einen kleineren Reibungsbeiwert. Die
Wandtemperatur entspricht der Ruhetemperatur der Anströmung, der „recovery“-Faktor ist 1 und
damit deutlich höher als der im Experiment üblicherweise gemessene Wert von 0.9.
8.1.5. Diskussion von Einflußfaktoren auf die Ablöseposition
Da die Dicke und Beschaffenheit der Grenzschicht keinen Einfluß auf den Ablösepunkt zu ha-
ben scheint, sind auch die Lage des Transitionspunktes und die Größe der turbulenten Werte am
Einströmrand unerheblich. Zu beachten bleibt jedoch, daß der Zustand der Grenzschicht entschei-
denden Einfluß auf die Thermalbelastung der Düsenkontur stromauf des Ablösepunktes hat. Von
großer Wichtigkeit ist offensichtlich die richtige Vorhersage von turbulenten Scherschichten. De-
ren Dicke und Aufweitung („spreading rate“), sowie die Dicke der Ablöseblase bestimmen bei
festgehaltenem Ablösepunkt die Dicke des Einströmkanales (s. Abb. 8.22). Wenn der Druckabfall
in der Rückströmung größer ist, wandert die Ablösung weiter Richtung Düsenende. Die Beschaf-
fenheit der Strahlgrenze und die Größe der Ablöseblase werden vom Turbulenzmodell und von der
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Ablösepunkt
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Abb. 8.22.: Strömungstopologie im Ablösegebiet.
lokalen Netzfeinheit beeinflußt. Die Größe der Ablöseblase wird außerdem von der Geometrie des
Konturendes bestimmt. Die Rückströmung löst an aerodynamisch rund ausgeformten Düsenenden
später ab. Die Rückströmung wird weniger stark beschleunigt, und der Druckabfall ist geringer.
Infolgedessen wird die Ablösung weiter in die Düse hineinwandern. Auch die im Rezirkulati-
onsgebiet produzierte turbulente Viskosität beeinflußt den Druckverlust in der Rückströmung und
damit den Ablösepunkt. Leider beeinflußt die Lage der Ablösung ihrerseits ebenfalls die Geome-
trie des Einströmkanals. Die einzelnen Einflüsse lassen sich nicht getrennt voneinander studieren.
Ferner bleibt die Frage bestehen, ob die zeitlich gemittelte Position des tatsächlichen Ablösepunk-
tes durch stationäre Rechnungen richtig und zuverlässig vorhergesagt werden kann.
Auf jeden Fall sind weitere Untersuchungen notwendig, um den Einfluß der einzelnen Parameter
abzuschätzen. Rechnungen mit spitzer Ecke (maximale Größe der Ablöseblase) und runder Ecke,
möglichst ohne Ablösung, müssen miteinander verglichen werden. In dieser Arbeit ist die Ecke
am Düsenende nicht richtig aufgelöst und wird duch die Netzfeinheit bestimmt. Um den Netzein-
fluß auszuschließen, muß auch die spitze Ecke ausreichend fein aufgelöst werden (s. Abb. 8.23).
Abb. 8.23.: Mögliche Düsennetztopologie am Konturende bei
Auflösung der Eckenumströmung.
Des weiteren muß der Einfluß der Turbulenzdiskretisierung auf die „spreading rate“ untersucht
werden. Dies geschieht zweckmäßigerweise nicht anhand der Düsenströmung, da dort der Ablö-
sepunkt nicht festgehalten werden kann, sondern anhand einer einfachen Überschallscherschicht,
möglichst unter Rückgriff auf experimentelle Daten. Murdock und Welle [109] berichten von Kalt-
gasdüsenexperimenten mit unterschiedlichen Umgebungsgasen bei gleichbleibendem Betriebsgas
zur Beeinflußung der „spreading rate“ der Scherschicht. Sie postulieren daß bei Düsenströmungen
alleine die „spreading rate“ der Scherschicht den Ablösepunkt festlegt.
8.2. DLR Parabelkontur
Ein Verfahren zur Auslegung schuboptimierter Konturen bei vorgeschriebener Düsenlänge wur-
de von Rao entwickelt [110]. Später zeigte Rao, daß sich diese Konturen gut mit einer Parabel
approximieren lassen [111]. Die in diesem Abschnitt untersuchte, schuboptimierte Parabelkon-
tur hat die gleiche Oberflächengröße im divergenten Teil wie die abgeschnittene ideale Kontur
102
8.2. DLR Parabelkontur
aus Abschnitt 8.1 und wurde am Prüfstand P6.2 in Lampoldshausen getestet [106]. Das Flä-
chenverhältnis ist    =30 und der Halsdurchmesser ist  

. Im Experiment wurde die Düse
mit Stickstoff betrieben. Für die Nachrechnung wird das Betriebsgas zu Luft mit       >

 ; 2 ffi

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 

und Pr   	 angenommen. Es gelten die Idealgasgleichung, Sutherlands Gesetz und die
Prandtlanalogie. Die Einströmmachzahl ist       

	

, die Ruhetemperatur der Einströmung
ist fi A



ffi . Der Umgebungszustand ist definiert durch  amb

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 und fi amb

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ffi .
Am Einströmrand und am Fernfeldrand wird  H     und ! H
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
vorgeschrieben. Die
Wandrauhigkeit ist ; DF
 
. Am Fernfeldrand wird isentrope, isenthalpe Einströmung angenom-
men. Die Grundströmungsgleichungen werden mit dem „upwind“ TVD-Schema diskretisiert, die
Turbulenzgleichungen werden mit dem symmetrischen TVD-Schema diskretisiert. Anders als in
[92] wird eine „realizability“-Korrektur mit  
 
 

,
 

 

und    angewandt.
Die Rechnungen werden auf zwei unterschiedlich feinen Netzen durchgeführt. Das Düseninnere
ist beim groben Netz mit 180 Zellen entlang der Symmetrieachse und mit 152 Zellen in radia-
ler Richtung aufgelöst (s. Abb. 8.24). Das feine Netz besitzt in beiden Richtungen die doppelte
Abb. 8.24.: DLR Parabelkontur. Rechennetz mit 45   38 Zellen
in der Düse.
Zellenanzahl. Die Länge des Rechennetzes beträgt das 20fache und die Breite das 3fache des Dü-
senaustrittsradius. Die Gesamtanzahl der Zellen ist 43760 für das grobe Netz und 175040 für das
feine Netz. Der /
D
-Wert der wandnächsten Zelle liegt bei beiden Netzen immer deutlich unter 1.
Während des Experimentes aufgenommene Schlierenbilder zeigen das Kappenstoßmuster mit leicht
stromab gewölbtem, starken Stoß (s. Abb. 8.25). Bei einigen Bildern wurde ein kleiner senkrech-
Abb. 8.25.: DLR Parabelkontur. Farbschlierenbilder des Experi-
ments am DLR [106].
ter Stoß (Machscheibe-Ring) im „äußeren“ Schrägstoßsystem beobachtet. Auch hier zeigt das
Schlierenbild eine periodische Modulation des Düsenstrahlrandes in Umfangsrichtung.
Die Nachrechnungen zeigen bei allen Druckverhältnissen Strömungsablösung ohne Wiederanle-
gen (s. Abb. 8.26). Bei den Druckverhältnissen 8 und 16 liegen der Schnittpunkt von Ablösestoß
und starkem Stoß und der Tripelpunkt, den interne Kompressionswelle und starker Stoß formen,
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Abb. 8.26.: DLR Parabelkontur. Pseudo-Schlierenbilder für

A


=8 (oben links), 16, 24, 32, 36 (unten links),
40 (oben rechts), 48, 56, 64 und 72 (unten rechts).
Grobes Rechennetz. „upwind“ TVD für die Grund-
strömung und symmetrisches TVD für die Turbulenz.
„realizability“-Korrektur mit
 
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 

,
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
 

und    .
sehr dicht beisammen. Das Strömungsbild entspricht der klassischen Düsenströmung mit Mach-
scheibe. Bei allen anderen Druckverhältnissen formen die interne Kompressionswelle und der
starke Stoß einen Tripelpunkt mit Kappenstoßmuster. Der Überschallstrahl paßt sich über eine
Folge von Kompressionen und Expansionen an den Umgebungsdruck an und wird durch Reibung
und Turbulenz abgeschwächt. Infolge der erneuten Beschleunigung der Kernströmung wird der
Überschallstrahl stromab eingeschnürt. Die Aufweitung der Strahlrandzone durch viskose Effekte
ist ebenfalls gut zu erkennen. Die Kompression ist an den Schrägstößen und im starken Stoß am
größten. In diesen Zonen wird daher auch am meisten Turbulenz durch Kompression produziert
(s. Abb. 8.39). Mit wachsendem Druckverhältnis wird die Ablöseblase am Düsenende kleiner, bis
sie schließlich gänzlich verschwindet. Im Experiment wurde beim Düsenstart für die Druckver-
hältnisse     A

 
 	
und beim „Herunterfahren“ für die Druckverhältnisse  	    A

  
 

Ablösung mit Wiederanlegen (RSS) beobachtet [106]. Die Diskrepanz mit der Nachrechnung ist
nicht leicht erklärbar. Entweder die Modellbildung, also Turbulenzmodell und Gasmodell sind
nicht zufriedenstellend, oder die Randbedingungen stimmen nicht überein. Vielleicht spielen in-
stationäre Effekte oder die vereinfachende axialsymmetrische Behandlung des dreidimensionalen
Strömungsproblems eine entscheidene Rolle. Im Experiment hat die Kontur eine endliche Dicke,
in der Nachrechnung ist sie verschwindend dünn. Im Experiment läuft der Düsenstrahl zur Ab-
senkung des Umgebungsdruckes in einen Diffusor. Dieser Diffusor wurde in der Nachrechnung
nicht simuliert. Das Fehlen des Diffusors kann nicht die Ursache für die Diskrepanz sein, da im
Diffusor Überschallströmungsbedingungen herrschen. Der tatsächliche Einströmturbulenzgrad ist
nicht bekannt.
Die „vorticity“- oder Wirbelstärkegraphen in Abbildung 8.27 zeigen ein mit steigendem Durckver-
hältnis kleiner werdendes Gebiet geringer Drehung dicht hinter dem starken Stoß. Weitestgehend
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Abb. 8.27.: DLR Parabelkontur. „vorticity“-Isokonturen für

A

 
=8 (oben links), 16, 24, 32, 36 (unten links),
40 (oben rechts), 48, 56, 64 und 72 (unten rechts).
Grobes Rechennetz. „upwind“ TVD für die Grund-
strömung und symmetrisches TVD für die Turbulenz.
„realizability“-Korrektur mit
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drehungsfrei und nicht viskos sind auch das Innere des Überschallstrahls und die Strömung im
Düseninneren vor der Ablösung abgesehen von der Grenzschicht. Die größte Wirbelstärke und
damit Turbulenzproduktion findet sich an der Strahlgrenze (vgl. Abb. 8.39).
Im Experiment trat Kondensation des Betriebsgases Stickstoff in der Düse auf. Dies ist am An-
stieg des Düsenwanddruckes (s. Abb. 8.28) über den numerisch nachgerechneten Wert ab etwa der
halben Düsenlänge erkennbar [106]. Inwieweit durch dieses Phänomen der Ablösepunkt beein-
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Abb. 8.28.: DLR Parabelkontur. Wanddruckverlauf. Grobes Re-
chennetz. „upwind“ TVD für die Grundströmung und
symmetrisches TVD für die Turbulenz mit
  


 

,
 

 

und    .
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flußt wurde, ist unklar. Die Nachrechung des Druckverhältnisses  A




sagt die Ablösung
merklich später und mit viel ausgeprägterer Ablöseblase am Düsenende (erkennbar am Schlenker
im Wanddruckprofil) als im Experiment voraus. Bei den höheren Druckverhältnissen  A   = 54,
64, 72 wird die Ablösung zu früh vorhergesagt. Der Anstieg des Ablösedruckes bei Annäherung
des Ablösepunktes an das Düsenende („end effect“) wird zu schwach prognostiziert (s. Abb. 8.29).
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Kompressibilitaetskorrektur
Schmucker
20 40 60 80
pc/pa
0.1
0.2
0.3
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Abb. 8.29.: DLR Parabelkontur. Position .  des minimalen
Wanddruckes (links) und minimaler Wanddruck in
Abhängigkeit vom Druckverhältnis (rechts). Gro-
bes Rechennetz. „upwind“ TVD für die Grundströ-
mung und symmetrisches TVD für die Turbulenz mit
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Die Schmucker-Formel stellt einen guten Mittelwert durch die experimentellen Daten dar, eignet
sich aber nicht, um präzise Aussagen über den Ablösepunkt zu machen. Rechnungen mit der Kom-
pressibilitätskorrektur nach Wilcox treffen die Meßwerte ähnlich gut wie die Rechnungen mit den
angepaßten „realizability“-Konstanten.
Der Abstand zwischen Ablösepunkt . sep und dem Punkt . shock,CL, wo der starke Stoß die Achse
kreuzt, fällt zum Druckverhältnis 24 hin stark ab (s. Abb. 8.30). Nach Frey und Hagemann [11]
bedeutet dies eine zunehmende Wahrscheinlichkeit für das Wiederanlegen des Strahles (RSS).
Dieser Trend bleibt jedoch nicht bestehen. Der Abstand . sep . shock,CL wird beim Wechsel zum
Druckverhältnis 32 wieder größer und nimmt dann bis zum Druckverhältnis 48, bzw. 54 stetig ab.
Bei höheren Druckverhältnissen bewirkt der „end effect“ ein erneutes Ansteigen des Abstandes.
Schließlich kommt der Ablösepunkt am Konturende zum Liegen und . sep  . shock,CL gibt alleine
die Stromabwanderung von . shock,CL bei steigendem Druckverhältnis an.
Um die Netzkonvergenz zu überprüfen, wird für das Druckverhältnis  A


=48 auch eine Rech-
nung auf dem feinen Netz durchgeführt. Das ganze Strömungsfeld ist schärfer aufgelöst (s. Abb.
8.31). Das Muster von Expansionen und Kompressionen im Überschallstrahl ist auf dem feinen
Netz besser und noch weiter stromab auszumachen. Das Gebiet geringer Wirbelstärke und das
Unterschallgebiet mit Rückströmung hinter dem starken Stoß sind auf dem feinen Netz länger.
Der Ablösepunkt verschiebt sich nicht, und der Reibungsbeiwert bleibt unverändert (s. Abb. 8.32).
Die kleine Ablöseblase am Düsenende ist auf dem feinen Netz nicht größer, der Ablösewirbel ist
jedoch stärker. Der Druck auf der Achse  CL hinter dem starken Stoß ist auf dem groben Netz
 0.75 und auf dem feinen Netz  0.8  . Auf dem feinen Netz ist der Staupunkt zwischen
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Abb. 8.30.: DLR Parabelkontur. Abstand zwischen Ablösepunkt
und Punkt, wo der starke Stoß die Achse kreuzt. Gro-
bes Rechennetz. „upwind“ TVD für die Grundströ-
mung und symmetrisches TVD für die Turbulenz mit
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M: 0.3 1.6 2.9 4.2 5.5 √(∇ ρ)2: 1 7 51 361
√(∇ x v)2: 1000 4281 18330 78476
Abb. 8.31.: DLR Parabelkontur mit  A
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Rückströmungswirbel und der durch den starken Stoß hindurchtretenden Strömung im Druck auf
der Achse erkennbar. Das Maximum der Rückströmgeschwindigkeit im Unterschallgebiet hinter
dem starken Stoß ist auf beiden Netzen gleich groß, liegt aber auf dem feinen Netz etwas weiter
stromab. Der Druck auf der Achse paßt sich über mehrere Expansionen und Kompressionen wel-
lenförmig an den Umgebungsdruck an. Die Machzahl an der Achse wächst dabei bedingt durch
die Strahleinschnürung langsam an und erreicht auf dem groben Netz etwas früher als auf dem
feinen Netz schließlich die Schallgeschwindigkeit.
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Abb. 8.32.: DLR Parabelkontur mit  A


=48. Im Uhrzeigersinn:
Wanddruckverlauf (oben links), Druck auf der Ach-
se, vorzeichenbehaftete Machzahl auf der Achse und
Reibungsbeiwert. „upwind“ TVD für die Grundströ-
mung und symmetrisches TVD für die Turbulenz mit
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Die dimensionslosen Geschwindigkeitsprofile sind sich ähnlich und treffen die Steigung in der
logarithmischen Zone sehr gut (s. Abb. 8.33). Die laminare Unterschicht und damit der Offset
 
 	

  des logarithmischen Wandgesetzes ist gleich groß wie bei der abgeschnittenen idealen
Kontur und liegt deutlich unter dem üblicherweise bei adiabaten Grenzschichten angenommen
Wert von 5. Die Axialsymmetrie der Strömung oder die hohe Machzahl der Strömung könnten
hierfür verantwortlich sein.
Ein optischer Vergleich einer mit der Kompressibilitätskorrektur von Wilcox und einer - mit der
„realizability“-Korrektur mit angepaßten Konstanten für das Druckverhältnis 72 auf dem groben
Netz erstellten Lösung - findet sich in Abbildung 8.34. Die Wilcox-Korrektur dämpft die Turbu-
lenzproduktion an der Strahlgrenze und in den Stößen stärker. Durch die generell geringere turbu-
lente Viskosität erscheint das Strömungbild generell schärfer. Der starke Stoß ist stärker gekrümmt,
und der Überschallstrahl zeigt mehr Kompressionen und Expansionen. Die „realizability“-Korrek-
tur dämpft die Turbulenz in Gebieten mit großer Scherung und Streckung. Dies ist im Rückströ-
mungsgebiet stromab des starken Stoßes aber nicht der Fall. Die Kompressibilitätskorrektur hin-
gegen dämpft die Turbulenz, wenn die turbulente Machzahl 1/4 überschreitet und greift daher auch
im Rückströmungsgebiet.
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Abb. 8.33.: DLR Parabelkontur mit  A
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M: 0.4 1.8 3.2 4.6 6.0 µT/µ: 1820 12739 23658 34577
Abb. 8.34.: DLR Parabelkontur mit  A


=72. Grobes Netz.
Machzahl
 (links) und turbulente Viskosität
(rechts). Kompressibilitätskorrektur nach Wilcox
(oben) und „realizability“-Korrektur mit   
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 
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,
 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 

und    (unten). „upwind“ TVD für
die Grundströmung und symmetrisches TVD für die
Turbulenz.
Der Ablösepunkt liegt bei Verwendung der Kompressibilitätskorrektur minimal weiter stromab
und paßt damit besser zum Experiment (s. Abb. 8.35). Der Reibungsbeiwert vor dem Ablöse-
punkt ist identisch. Dies ist ein Indikator dafür, daß die Rückströmung einen größeren Einfluß
auf die Lage des Ablösepunktes hat als der Zustand der Grenzschicht. Bei Verwendung der Kom-
pressibilitätskorrektur zeigt der Druck auf der Achse hinter dem starken Stoß einen Staupunkt mit

CL



 
. Bei Verwendung der „realizability“-Korrektur ist der Druck auf der Achse hinter
dem starken Stoß kleiner ( CL



  ), die Rückströmung aber schneller; der starke Stoß liegt
etwas weiter stromab. Der Überschallstrahl trifft bei Verwendung der Kompressibilitätskorrektur
deutlich später auf die Achse. Wegen der Rückströmung ist das Stoßmuster sehr sensibel auf den
Zustand der Strömung stromab des Stoßes. Die Dicke und Aufspreizung des Überschallstrahles
und die im Wirbel dissipierte Energie beeinflussen den Zustand der Rückströmung. Diese Strö-
mungscharakteristika werden bei der numerischen Behandlung stark vom Turbulenzmodell beein-
flußt. Die Verbesserung der bisher verwendeten Turbulenzmodellierung zur besseren Vorhersage
von Überschallscherschichten sollte das vorrangige Ziel jeder Weiterentwicklung zur zuverlässi-
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Abb. 8.35.: DLR Parabelkontur mit  A


=72. Im Uhrzeigersinn:
Wanddruckverlauf (oben links), Druck auf der Ach-
se, vorzeichenbehaftete Machzahl an der Achse und
Reibungsbeiwert. „upwind“ TVD für die Grundströ-
mung und symmetrisches TVD für die Turbulenz.
geren Vorhersage der Ablösung in Düsen sein.
Die dimensionslosen Geschwindigkeitsprofile sind im wandnahen Bereich sehr ähnlich (s. Abb.
8.36). Am Grenzschichtrand trifft die „realizability“-Korrektur die Steigung der logarithmischen
Zone etwas besser. Die Kompressibilitätskorrektur zeigt keine „defect layer“.
Abschließend wird die Lösung für das Druckverhältnis 48 mit „realizability“-Korrektur auf dem
groben Netz eingehender betrachtet. Der Durchschnittsdruck im Rezirkulationsgebiet hinter dem
starken Stoß entspricht ungefähr dem Umgebungsdruck (s. Abb. 8.37), die Temperatur in etwa der
Ruhetemperatur der Vorkammer. Die Kompressionen und Expansionen im Überschallstrahl sind
im Druckisokonturplot gut erkennbar. Der Strahl ist kälter als die Umgebung.
Beim Durchgang durch den starken Stoß gehen 26% der Totalenthalpie verloren (s. Abb. 8.38).
Obwohl ein Teil der verloren gegangenen Energie wieder zurückgewonnen wird, liegt die To-
talenthalpie im Rückströmungsgebiet stromab des starken Stoßes merkbar unter dem Wert der
Anströmung. Dieser Fehler ist dem numerischen Schema anzulasten. Der Totalenthalpieverlust
im Überschallstrahl kann vernachlässigt werden. An der Strahlgrenze mischen sich die Totalent-
halpien von Düsenstrahl und Umgebung. Die Entropie steigt beim Durchgang durch den starken
Stoß stark an und bleibt danach im Rückströmungsgebiet nahezu konstant, was ein Zeichen für
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Abb. 8.36.: DLR Parabelkontur mit  A


=72. Dimensionslo-
ses Geschwindigkeitsprofil bei .


th

  

. „up-
wind“ TVD für die Grundströmung und symmetri-
sches TVD für die Turbulenz.
log10(p): 3.3 4.0 4.7 5.3 6.0 T: 41 95 149 202 256
Abb. 8.37.: DLR Parabelkontur mit  A
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die Schwäche des Rückströmungswirbels im Verhältnis zum starken Stoß ist. In der Scherung, am
Strahlrand sowie in der Düsengrenzschicht und in den Schrägstößen ist ebenfalls ein Entropiean-
stieg auszumachen.
Die turbulente Viskosität ist im Rückströmungswirbel am größten (s. Abb. 8.39) und überschreitet
hier sogar den Wert an der Strahlgrenze. Da die turbulente kinetische Energie ; in diesem Gebiet
sehr klein ist, muß die Dissipation * verschwindend gering sein. Turbulente kinetische Energie
wird besonders im starken Stoß und in den Scherschichten produziert. Hinter dem starken Stoß
steigt die turbulente Machzahl kurzzeitig über 1.4. Sowohl die große turbulente Viskosität als
auch die große turbulente Machzahl stromab des starken Stoßes erscheinen fragwürdig und sollten,
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Abb. 8.39.: DLR Parabelkontur mit  A
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wenn ein fortschrittlicheres Turbulenzmodell zur Verfügung steht, überprüft werden.
8.3. VAC Parabelkontur
Die VAC (Volvo Aero Corporation) S1-Kontur zeigte Ablösung mit Wiederanlegen in Experimen-
ten der FFA (Aeronautical Research Institute of Sweden) [15]. Der Halsdurchmesser ist 	      .
In der Nachrechnung ist das Betriebs- und Umgebungsgas Luft mit      >

 ; 2 ffi

,


 	

und
Pr

 	
. Es gelten die Idealgasgleichung, Sutherlands Gesetz und die Prandtlanalogie. Die
Einströmmachzahl ist         

, die Ruhetemperatur der Einströmung ist fi A 



ffi . Der
Umgebungszustand ist definiert durch  amb

 	    	
	

 und fi amb

  
ffi . Am Einströmrand
und am Fernfeldrand wird  H      und ! H

!

  


vorgeschrieben. Die Wand besitzt
die Rauhigkeit ;
D
F
 
. Die Entspannung vom Umgebungszustand zum Fernfeldrand wird als
isentrop und isenthalp angenommen. Die Grundströmungsgleichungen werden mit dem „upwind“
TVD-Schema, die Turbulenzgleichungen werden mit dem symmetrischen TVD-Schema diskreti-
siert [92].
8.3.1. Axialsymmetrische Rechnung
Es wird auf zwei Netzen gerechnet. Das grobe Netz hat 100 Zellen in Längsrichtung und 80 Zellen
in radialer Richtung in der Düse (s. Abb. 8.40). Das feine Netz ist in beiden Richtungen doppelt
Abb. 8.40.: VAC Parabelkontur. Rechennetz mit 50   40 Zellen
in der Düse.
so fein aufgelöst. Die Länge des Rechennetzes beträgt das 20fache und die Breite das 3fache des
Düsenaustrittsradius. Die Gesamtanzahl der Zellen ist 12300 für das grobe Netz und 49200 für
das feine Netz. Der /
D
-Wert der wandnächsten Zelle liegt bei allen verwendeten Netzen immer
deutlich unter 1.
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Sowohl auf dem feinen als auch auf dem groben Netz wird nun mit „realizability“-Korrektur
  



,
 

   
und    gerechnet. Pseudo-Schlierenbilder und „vorticity“-Isokonturplots der
Rechnungen auf dem feinen Netz finden sich in den Abbildungen 8.41 und 8.42. Deutlich erkenn-
Abb. 8.41.: VAC Parabelkontur. Pseudo-Schlierenbilder für

A

 
=10 (oben links), 15, 16.5 (unten links), 29
(oben rechts), und 35 (unten rechts). Feines Rechen-
netz. „realizability“-Korrektur mit
 



,
  

   
und    .
Abb. 8.42.: VAC Parabelkontur. „vorticity“-Isokonturen für

A

 
=10 (oben links), 15, 16.5 (unten links), 29
(oben rechts), und 35 (unten rechts). Feines Rechen-
netz. „realizability“-Korrektur mit
 



,
  

   
und    .
bar ist die vom Düsenhals ausgehende, interne Kompressionswelle. Diese schneidet bei  A


=10
nicht den starken Stoß. Bei diesem Druckverhältnis liegt daher die klassische Machscheibe vor.
Bei allen anderen Druckverhältnissen wird der starke Stoß durch die interne Kompressionswelle
zum Kappenstoß verformt. Für  A


=15 und 16.5 legt die Strömung hinter der Ablösung wieder
an (RSS). Der abgelöste Überschallstrahl schließt dabei eine kleine Ablöseblase ein. Kurz vor
Erreichen des Druckverhältnisses  A

 
=29 öffnet sich diese Ablöseblase am Konturende, und es
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strömt Umgebungsluft ein. Der starke Stoß ist immer gekrümmt. Bei allen Druckverhältnissen
außer bei  A


=10, erkennbar an dem abgeschlossenen Gebiet geringer Wirbelstärke, steht ein
Rückströmungswirbel hinter dem starken Stoß.
Ein Vergleich der im Experiment gemessenen Wanddrücke mit den numerischen Ergebnissen fin-
det sich in Abbildung 8.43. Beim Druckverhältnis 10 steht am Düsenende eine Ablöseblase. Die
0 2 4 6 8 10
x/rth
0.00
0.05
0.10
p w
/p
c
FSS, pc/pa=10
FSS, pc/pa=15
RSS, pc/pa=15
RSS, pc/pa=16.5
FSS, pc/pa=29
FSS, pc/pa=35
Experiment
1 3 5 7 9 11
xi/rth
0.2
0.3
0.4
p i/
p a
FSS, grobes Netz
RSS, grobes Netz
FSS, feines Netz
RSS, feines Netz
Schmucker
Abb. 8.43.: VAC Parabelkontur. Wanddruckverlauf (links) und
Position .
 des minimalen Wanddruckes (rechts). Die
Lösungen auf dem feinen Netz sind gestrichelt darge-
stellt. „realizability“-Korrektur mit
  



,
 

   
und    .
Größe dieser Blase ist im gemessenen Wanddruckverlauf erkennbar und wird in der Rechnung
gut getroffen. Die Lage des Ablösepunktes im Experiment ist wegen fehlender Meßaufnehmer im
vorderen Teil der Kontur nicht auszumachen. Rückblickend auf die Ergebnisse in den Abschnit-
ten 8.1 und 8.2 liegt die Ablösung wahrscheinlich auch hier im Experiment bei den niedrigeren
Druckverhältnissen stromauf und bei den höheren Druckverhältnissen stromab verglichen mit der
Nachrechnung. Diese Vermutung kann für das Druckverhältnis 29 durch Vergleich von Nume-
rik und Experiment bestätigt werden. Beim Druckverhältnis 15 existiert auf dem groben Netz
je nach Strömungshistorie sowohl eine Lösung ohne Wiederanlegen des Überschallstrahles (FSS)
als auch mit Wiederanlegen des Überschallstrahles (RSS) an die Kontur stromab der Ablösestel-
le. Dieser Sachverhalt wird später eingehender erläutert. Auch bei der  A


=15 FSS-Lösung
werden Größe und Lage der Ablöseblase am Düsenende von der Numerik gut vorhergesagt. Ab
dem Druckverhältnis 15 herrscht in der Düse Ablösung mit Wiederanlegen, bis bei  A



 
die Ablöseblase ans Düsenende gerutscht ist und sich gegen die Umgebung öffnet. Der Wand-
druck bei Ablösung mit Wiederanlegen liegt nach dem Wiederanlegen deutlich über dem Umge-
bungsdruck. Die Strömung passiert bis zum Wiederanlegen zwei Schrägstöße und ist stark erhitzt
und komprimiert; Wärmeeintrag und Reibungsbeiwert sind folglich groß. Die Strömungstopolo-
gie ähnelt der Stoß/Grenzschicht-Wechselwirkung in Abschnitt 7.6. Der Ablösepunkt verschiebt
sich bei Netzverfeinerung nur minimal. Bei Ablösung mit Wiederanlegen werden jedoch deutlich
mehr Details stromab des Ablösepunktes im Wanddruckverlauf sichtbar. Der Punkt des minimalen
Wanddruckes liegt unter dem Schmucker-Wert. Am Düsenende wird wie bei den beiden anderen
Kaltgasdüsen auch ein Anstieg des Ablösedruckes vorhergesagt („end effect“). Beim Wechsel von
FSS nach RSS wandert der Ablösepunkt schlagartig stromab von .  


th=3 nach 5. Der Ablöse-
druck fällt von   


 0.3 auf  0.2. Dieses Phänomen kann mit Schmuckers Formel überhaupt
nicht behandelt werden.
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Abbildung 8.44 verdeutlicht die Lage des starken Stoßes relativ zum Ablösepunkt. Bei FSS und
−3 −2 −1 0
(xsep−xshock,CL)/rth
10
20
30
40
p c
/p
a
FSS, grobes Netz
RSS, grobes Netz
FSS, feines Netz
RSS, feines Netz
Abb. 8.44.: VAC Parabelkontur. Abstand zwischen Ablösepunkt
und Punkt, wo der starke Stoß die Achse kreuzt.
„realizability“-Korrektur mit
 



,
  

   
und



.
niedrigen Druckverhältnissen kreuzt der starke Stoß weit stromab des Ablösepunktes . sep die
Achse bei . shock,CL. Beim Umschlag von FSS nach RSS rücken . sep und . shock,CL unmittel-
bar dichter beisammen. Nach Öffnen der Ablöseblase am Düsenende nimmt der Abstand wieder
zu.
Auf dem groben Netz lassen sich für das Druckverhältnis 15 zwei Lösungen berechnen (s. Abb.
8.45 und 8.46). Nach vorsichtigem Anheben des Druckverhältnisses ausgehend von der FSS Lö-
M: 0.2 1.2 2.2 3.2 4.1 log10(p): 3.5 4.1 4.6 5.1 5.6
Abb. 8.45.: VAC Parabelkontur mit  A


=15. Grobes Netz.
Machzahl

und Druck

  


. „realizability“-
Korrektur mit
 



,
 

   
und    . RSS
(oben) und FSS (unten).
sung ohne Wiederanlegen beim Druckverhältnis 10 ergibt sich ein Strömungsbild ohne Wiederan-
legen (FSS). Nach vorsichtigem Absenken des Druckverhältnisses ausgehend von der RSS Lösung
mit Wiederanlegen beim Durckverhältnis 16.5 bleibt die Lösung mit Wiederanlegen auch beim
Druckverhältnis 15 bestehen. Wird die auskonvergierte FSS Lösung für  A


=15 vom groben auf
das feine Netz übertragen und erneut auskonvergiert, so geht sie in die RSS Lösung über. Eine
Bifurkation liegt nur auf dem groben Netz vor. Sie kann dem besseren Verständnis der Strömungs-
charakteristika dienen, ist aber netzabhängig und damit nicht stringent. Und sie schließt nicht aus,
daß auf dem feinen Netz bei einem anderen Druckverhältnis auch eine Bifurkation vorliegen kann.
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FSS, grobes Netz
RSS, grobes Netz
RSS, feines Netz
Abb. 8.46.: VAC Parabelkontur mit  A

 
=15. Im Uhrzeigersinn:
Wanddruck (oben links), Druck auf der Achse, vor-
zeichenbehaftete Machzahl auf der Achse und Rei-
bungsbeiwert. „realizability“-Korrektur mit
  



,
 

   
und    .
Da je nachdem ob der Druck angehoben oder abgesenkt wird, eine von zwei Lösungen erhalten
bleibt, spricht man auch von einem Hysteresegebiet (s. Abb. 8.47).
"end effect"
RSS FSS
FSS FSS
thr/ix
p i
ap/
Abb. 8.47.: Prinizipskizze der Ablösepunktwanderung bei Anhe-
bung bzw. Absenkung des Druckverhätlnisses in Dü-
sen mit Hysteresegebiet.
Die Existenz eines solchen Hysteresegebietes wurde bereits von Nave und Coffey [2] beim J-
2S Kaltgastriebwerk im Experiment beobachtet. Die Nachrechnung desselben Experimentes mit
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dem Baldwin/Lomax-Turbulenzmodell von Chen et al. [3] bestätigt qualitativ die Existenz des
Hysteresegebietes. Für die VAC Parabelkontur wurden ebenfalls Nachrechnungen in Kombination
mit dem Experiment durchgeführt [15, 112]. Der Wechsel von FSS auf RSS und das Öffnen
der Rezirkulationsblase bei  A

 
 
werden als Punkte der größten gemessenen Seitenkräfte
identifiziert. Der Umschlag von FSS auf RSS findet beim „Hochfahren“ bei  A

 
 

statt. Der
Rückumschlag von RSS auf FSS beim „Herunterfahren“ ist bei  A

 
  
. Im Experiment wurde
also eine Hysteresegebiet für      A

 
 

festgestellt. In diesem Hysteresegebiet sind die
Seitenkräfte gering [2]. Eine langsame Absenkung des Druckverhältnisses ausgehend von der RSS
Lösung auf dem feinen Netz bei  A



 

wurde nicht versucht.
Hystereseeffekte treten auch bei der ebenen Stoßreflektion auf und sind numerisch und experi-
mentell vielfach untersucht und detailliert diskutiert worden [113, 114, 115, 116, 117, 118]. Hier
gibt es für Machzahlen größer 2.2 ein Gebiet, in dem sowohl die reguläre als auch die Machre-
flektion möglich sind und beobachtet werden. In diesem Gebiet überschneiden sich die Kriterien
für Machreflektion (von Neumann Kriterium) und reguläre Reflektion („detachment“ Kriterium)
[119]. An anderer Stelle wird gezeigt, daß auch bei axialsymmetrischer Strömung eine Hysterese
zwischen regulärer Reflektion und Machreflektion auftreten kann [120]. Die reguläre Reflektion
in axialsymmetrischer Strömung muß als Machreflektion mit sehr kleiner Machscheibe verstanden
werden [121].
An anderer Stelle wird der Wechsel von RSS nach FSS und FSS nach RSS für das Vulcain-
Triebwerk genauer untersucht [11, 12, 13]. Lösungen mit Kappenstoß und Rückströmungswirbel
werden auch von anderen Autoren berichtet [9, 122].
Ein Vergleich der FSS und RSS Lösung auf dem groben Netz für das Druckverhältnis 15 zeigt
Rückströmung mit Ablöseblase bei FSS (s. Abb. 8.45). Hinter der Machscheibe findet sich kein
Rückströmungswirbel. Bei RSS strömt der Überschallstrahl am Düsenende glatt ab. Hinter dem
Kappenstoß steht ein Rückströmungswirbel. Der Überschallstrahl schließt eine kleine Ablösebla-
se ein. Der statische Druck hinter dem Kappenstoß ist geringer als der statische Druck hinter
der Machscheibe (s. Abb. 8.46). Der Rückströmungswirbel bildet mit der durch den starken Stoß
durchtretenden Strömung auf der Achse einen Staupunkt. Dieser Staupunkt ist bei der Lösung auf
dem feinen Netz bei .


th

 gut sichtbar. Der hintere Staupunkt des Wirbels liegt bei .


th

17. Bedingt durch den gegenüber der FSS Lösung etwas tieferen statischen Druck hinter dem
starken Stoß schneidet der Stoß bei der RSS Lösung verglichen mit der FSS Lösung etwas weiter
stromab die Achse. Bei der FSS Lösung schneidet der Stoß bei .


th=5.873 die Achse. Die Vor-
stoßbedingungen sind 

 
=0.04568 und  =4.559. Aus der Stoßbeziehung 7.36 ergibt sich damit
ein Nachstoßdruck von 

 

 	   
. Das erste Durckmaximum stromab des Stoßes liegt in der
Nachrechnung bei .


th=13.05 und beträgt



=0.9891. Stromab des starken Stoßes muß die
Strömung wieder beschleunigen, um sich im Druck an den Umgebungszustand anzupassen. Mit
der Beschleunigung geht eine Einschnürung des Strahles einher. Bei der RSS Lösung schneidet der
Stoß bei .


th=6.467 die Achse. Die Vorstoßbedingungen sind hier


 
=0.03368 und  =4.827.
Analytisch erhält man dafür einen Nachstoßdruck von 

 

 




. Der Staupunkt hinter dem
starken Stoß liegt auf dem feinen Netz bei .


th=8.967 mit



=0.8821. Nach Durchgang durch
den starken Stoß wird die Strömung bis zum Staupunkt mit dem Rückströmwirbel weiter abge-
bremst; dabei steigt der Druck an. Der Druckanstieg im starken Stoß muß daher in der Simulation
kleiner sein als der durch die Stoßbeziehung berechnete Wert. Beim Durchgang durch den starken
Stoß steigt die turbulente Machzahl kurzfristig über 1. Dabei geht Energie aus dem Strömungsfeld
verloren, und Druck und Temperatur fallen unter den von der Stoßbeziehung vorhergesagten Wert.
Das Zentrum des Rückströmungswirbels (erkennbar am Minimum von     sign      

) der RSS
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Lösung marschiert bei Netzverfeinerung von .


th=10 nach 12 stromab. Die Ablöseblase (er-
kennbar am negativen  ff ) wird etwas größer, und die folgenden Expansionen und Kompressionen
des Überschallstrahls nach dem Wiederanlegen werden feiner aufgelöst. Der statische Druck des
anliegenden Überschallstrahls liegt am Düsenende sehr nahe am Umgebungsdruck. Der Wand-
druck am Düsenende liegt bei freier Ablösung wegen der Ablöseblase am Konturende unterhalb
des Umgebungsdruckes.
Eine Rechnung mit Wiederanlegen für das Druckverhältnis 15 auf dem groben Netz ohne )  -
Korrektur hilft, ihren Einfluß abzuschätzen. Die „realizability“-Konstanten werden auf
  


 

,
 

 

und    geändert. Wie bereits in Abschnitt 8.1 festgestellt hat dieser Wechsel der
„realizability“-Konstanten keinen Einfluß auf die Lösung (s. Abb. 8.49). Der Verzicht auf die )  -
Korrektur bewirkt keine erkennbare Änderung der Lösung (s. Abb. 8.48 und 8.49). Auch der Stoß
M: 0.0 1.5 2.9 4.4 5.9 M: 0.0 1.5 2.9 4.4 5.9
Abb. 8.48.: VAC Parabelkontur mit  A


=16.5. Grobes Netz.
Machisokonturen. Links: Mit (oben) und ohne
)  -Korrektur (unten). Rechts: Ohne ) -Korrektur
(oben) und ohne )  -Korrektur mit Reibung nur in ra-
dialer Richtung (unten). „realizability“-Korrektur mit
  


 

,
 

 

und    .
wird weiterhin ohne numerische Instabilität berechnet. Wenn jedoch außerdem Reibung nur noch
mit dem „thin-layer“-Ansatz (s. Abs. B.4) in radialer Richtung berücksichtigt wird, ändern sich
statischer Druck und Reibungsbeiwert im hinteren Staupunkt der Ablöseblase. Ferner steigt der
statische Druck stromab des Wiederanlegepunktes des Überschallstrahles an. Reibungsbeiwert,
Druck und dimensionsloses Geschwindigkeitsprofil stromauf des Ablösepunktes bleiben unverän-
dert. Wie erwartet spielt Reibung in den nicht wandnormalen Richtungen nur in der Ablöseblase
und ihren Scherschichten eine Rolle. Ohne )  -Korrektur und mit Reibung nur in radialer Richtung
zeigt das numerische Schema einen starken Überschwinger stromauf des starken Stoßes (s. Abb.
8.48).
Abbildung 8.50 zeigt, wie der Überschallstrahl bei der Ablösung mit Wiederanlegen mit erhöhter
Temperatur auf die Kontur trifft. Bei heißen Düsen ist der Effekt noch besser sichtbar, da hier das
allgemeine Temperaturniveau der Düsenströmung deutlich über dem der Umgebung liegt.
Die Totalenthalpie hinter dem starken Stoß liegt unter dem Anfangswert (s. Abb. 8.51). Der Fehler
ist gering und dem numerischen Schema anzulasten. Die Entropie steigt besonders beim Durch-
gang durch den starken Stoß, aber auch in der Scherschicht, in der Ablöseblase und in den Schräg-
stößen an.
Hohe Werte turbulenter Viskosität und große turbulente Machzahlen finden sich bei der Lösung
ohne Wiederanlegen in Gebieten großer Scherung und starker Kompressionen, also am Strahlrand
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Abb. 8.49.: VAC Parabelkontur mit  A


=16.5. Wanddruck
(oben links), dimensionsloses Geschwindigkeitspro-
fil bei .


th

 	


	 (oben rechts) und Reibungsbei-
wert (unten links). Wenn nicht anders erwähnt mit
)  -Korrektur. Bei Zusatz „TL“ Reibung nur in ra-
dialer Richtung. Schwarz markierte Rechnung auf
feinem Netz, alle anderen Rechnungen auf grobem
Netz.
T: 91 163 236 308 381
Abb. 8.50.: VAC Parabelkontur mit  A


=15. Grobes Netz.
Temperatur fi

ffi

. „realizability“-Korrektur mit
  



,
 

   
und    . RSS (oben) und FSS
(unten).
und hinter dem starken Stoß (s. Abb. 8.52). Das gleiche gilt für die Lösung mit Wiederanlegen.
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H: 3.1E+05 3.4E+05 3.7E+05 4.0E+05 4.3E+05 s: 29205 32161 35117 38073 41029
Abb. 8.51.: VAC Parabelkontur mit  A


=15. Grobes Netz. To-
talenthalpie
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
.
„realizability“-Korrektur mit
 



,
 

   
und



. RSS (oben) und FSS (unten).
µT/µ: 2167 10835 19503 28172 36840 MT: 0.1 0.3 0.5 0.8 1.0
Abb. 8.52.: VAC Parabelkontur mit  A

 
=15. Grobes Netz. Tur-
bulente Viskosität ! H

! und turbulente Machzahl

H
. „realizability“-Korrektur mit
 



,
 

   
und    . RSS (oben) und FSS (unten).
Hinzu kommt hier jedoch ein Gebiet sehr hoher turbulenter Viskosität im Rückströmungswirbel
hinter dem starken Stoß. Die Frage, ob die Strömung in diesem Gebiet wirklich dermaßen tur-
bulent ist, bleibt ungeklärt. Laser-Geschwindigkeitsmessungen einer axialsymmetrischen, freien
Expansion von Owen [123] zeigen deutlich die Rezirkulationsblase, finden aber für die Rezirkula-
tionsblase keine größeren, turbulenten Geschwindigkeitsfluktuationen als für die Strahlgrenze.
8.3.2.   -Segment Rechnung
Geht man davon aus, daß kurzzeitiges, einseitiges Wiederanlegen des Düsenstrahles die beobach-
teten Seitenkräfte verursacht [17, 18], dann lassen sich die Seitenlasten abschätzen [20], wenn die
Düsenströmung bei angelegtem und abgelöstem Düsenstrahl bekannt ist. Seitenkräfte sind prinzi-
piell instationär. In diesem Abschnitt wird in einer stationären dreidimensionalen Rechnung durch
Aufbringen eines Druckgradienten in der Zuströmung ein einseitiges Wiederanlegen des Strahles
erzwungen. Die benötigten Druckgradienten sind unrealistisch groß. Der gewählte Ansatz ist da-
her nicht dazu geeignet, die Ursache für das Auftreten der Seitenkräfte zu erklären. Lösung und
Störung in der Vorkammer sind symmetrisch zur . - 0 -Ebene. Darum genügt die Nachrechnung
eines    -Segments mit Symmetrierandbedingung bei / =0. Die Möglichkeit des Nachweises
dreidimensionaler, instationärer Effekte wie z.B. des Effekts der von Nave und Coffey unter dem
Begriff „tepee“ erwähnten unstetigen, zackenförmigen Ablöselinie [2] ist bei diesem Vorgehen von
vorneherein ausgeschlossen.
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Das grobe Netz der axialsymmetrischen Rechnung dient als Grundlage für das 3D-Netz (s. Abs.
6.5). Die ersten 8 Zellreihen an der Achse werden durch einen orthogonal orientierten, zentra-
len Block mit 16   180   8 Zellen ersetzt. Dieser Block wird in der Düse von einem radial
orientierten Block mit 72   180   32 Zellen umschlossen. An diesen Block schließt sich der
ebenfalls radial orientierte Außenblock mit 50   86   32 Zellen an. Die Umfangsrichtung wird
mit 32 Zellen, also in 5.625  Schritten aufgelöst. Die Gesamtanzahl der Zellen ist damit 575360.
Am Einströmrand und am Fernfeldrand wird  H     und ! H

!

  


vorgeschrieben.
Die Grundströmungsgleichungen werden mit dem „upwind“ TVD-Schema diskretisiert, die Tur-
bulenzgleichungen werden mit dem symmetrischen TVD und angepaßter „realizability“-Korrektur
mit
  


 

,
  

 

und    diskretisiert.
Zunächst werden bei symmetrischer Zuströmung eine Lösung ohne Wiederanlegen bei  A



 

und eine Lösung mit Wiederanlegen bei  A



  	 

erstellt und mit den zugehörigen axialsym-
metrischen Lösungen verglichen (s. Abb. 8.53). Die Übereinstimmung ist sehr gut. Die Ablöselinie
Ma: 0.2 1.1 2.1 3.0 3.9 Ma: 0.2 1.2 2.2 3.2 4.2
0 5 10
x/rth
0.00
0.05
0.10
p w
/p
c
axialsymmetrische Loesung
3D Loesung, ϑ=0o
3D Loesung, ϑ=180o
0 5 10
x/rth
0.00
0.05
0.10
p w
/p
c
axialsymmetrische Loesung
3D Loesung, ϑ=0o
3D Loesung, ϑ=180o
Abb. 8.53.: VAC Parabelkontur. Machisokonturen (axialsymme-
trische Lösung (oben) und 3D Lösung (unten)) und
Wanddruckverlauf.  A

 
=15 (links) und  A    =16.5
(rechts)
verschiebt sich nicht und ist in Umfangsrichtung konstant.
Auf die symmetrischen Lösungen wird nun durch Vorgabe eines linearen Druckprofils in der Zu-
strömung eine Asymmetrie aufgebracht (s. Abb. 8.54). Bei der Lösung ohne Wiederanlegen wird
der Druck linear in 0 um 40% und 80% erhöht mit dem Ziel, ein asymmetrisches Wiederanlegen
des Strahles zu erreichen. Dermaßen hohe Druckschwankungen sind in der Praxis sicherlich nicht
zu erwarten. An dieser Stelle soll das einseitige Wiederanlegen jedoch nur qualitativ untersucht
werden. Bei der Lösung mit Wiederanlegen wird der Druck linear in 0 um 40% abgesenkt in der
Absicht, auf einer Seite der Kontur Ablösung ohne Wiederanlegen zu erzielen.
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+40 %-40 %symmetrisch
z
y
x
Abb. 8.54.: VAC Parabelkontur. Druckprofil am Einstömrand.
Betrachtet man den Wanddruckverlauf in Umfangsrichtung bei .


th

 

	

, so fällt die gute
Symmetrie der symmetrischen Rechnungen ins Auge (s. Abb. 8.55). Die Druckanhebung in der
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Abb. 8.55.: VAC Parabelkontur. Wanddruckverlauf in Umfangs-
richtung bei .


th

 	

	

.
Zuströmung bei
fi


 bewirkt einen Druckanstieg stromab des Düsenhalses bei
fi

 

. Ent-
sprechendes gilt für die Druckabsenkung. Offensichtlich wird das Durckprofil im Hals gespiegelt
[24].
In Abbildung 8.56 ist die Machzahl in der Symmetrieebene (y=0) für einige Druckprofile in der
Zuströmung dargestellt. Die Symmetrieachse der internen Verdichtungswelle kippt jeweils auf
die Seite, auf der in der Zuströmung der höhere statische Druck vorgeschrieben wird. Auf der-
selben Seite ist der Wanddruck stromab des Düsenhalses geringer; die Strömung löst daher auf
dieser Seite früher ab als auf der gegenüberliegenden Seite (s. Abb. 8.57). Da das Druckprofil
am Einströmrand nicht symmetrisch auf den Ausgangsdruck aufgebracht wird, steigt bzw. fällt
der Durchschnittswert des Einströmdruckes, und die gemittelte Ablöselinie wandert stromab bzw.
stromauf. Für das Druckverhältnis  A


=15 mit 80 prozentiger Druckvariation am Einströmrand
läßt sich einseitiges Wiederanlegen der Strömung bei
fi

  

erzwingen.
Der Wanddruck und Wandschubspannungslinien sind in den Abbildungen 8.58 und 8.59 darge-
stellt. Die Ablöselinien der Rechnungen mit symmetrischer Zuströmung sind symmetrisch. Die
Strömung liegt bei der RSS Lösung bis zu einem tieferen Wanddruck als bei der FSS Lösung an
der Kontur an. In der Ablöseblase liegt der statische Druck unter dem Umgebungsdruck, nach
dem Wiederanlegen liegt er kurz darüber. Die Ablöselinien der Rechnungen mit asymmetrischer
Zuströmung sind gegenüber den symmetrischen Rechnungen deutlich geneigt. Die FSS Lösung
zeigt bei 40% Einströmranddruckvariation eine Variation der Größe der von der Einströmung am
Düsenende eingeschlossenen Ablöseblase in Umfangsrichtung. Ausgehend von
fi



verjüngt
sich die Blase und verschwindet schließlich bei Annäherung an
fi

   
 ganz. Die Abmessung
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Ma: 0.2 1.1 2.1 3.0 3.9 Ma: 0.2 1.2 2.2 3.2 4.2
Ma: 0.3 1.3 2.3 3.3 4.3 Ma: 0.2 1.2 2.1 3.1 4.0
Ma: 0.3 1.4 2.5 3.6 4.6
Abb. 8.56.: VAC Parabelkontur. Links:  A


=15, rechts:

A

 
=16.5. Symmetrische Lösung (oben), Lösungen
mit linearer Variation des Einströmdruckes um 40%
(Mitte) und 80% (unten). Machisokonturen.
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Abb. 8.57.: VAC Parabelkontur. Links:  A


=15, rechts:

A

 
=16.5. Wanddruckverlauf.
der Ablöseblase der RSS Lösung bei 40% Druckvariation nimmt ebenfalls in Umfangsrichtung ab,
verschwindet aber nicht. Die Lösung für das Druckverhältnis 15 mit 80 prozentiger Druckvaria-
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log10(p): 4.3 4.9 5.5 6.0 log10(p): 4.3 4.9 5.5 6.0 log10(p): 4.3 4.9 5.5 6.0
log10(p): 4.3 4.9 5.5 6.0 log10(p): 4.3 4.9 5.5 6.0
Abb. 8.58.: VAC Parabelkontur. Oben:  A


=15. Symmetri-
sche Lösung, Lösungen mit linearem Druckanstieg
um 40% und 80%. Unten:  A


=16.5. Symmetri-
sche Lösung, Lösung mit linearem Druckabfall um
40%. Druckisokonturen und Wandschubspannungs-
linien.
log10(p): 4.3 4.9 5.5 6.0 log10(p): 4.3 4.9 5.5 6.0 log10(p): 4.3 4.9 5.5 6.0
Abb. 8.59.: VAC Parabelkontur. Links:  A


=15 (40% Druck-
profil). Mitte:  A   =15 (80% Druckprofil). Rechts:

A


=16.5 (40% Druckprofil). Druckisokonturen
und Wandschubspannungslinien.
tion zeigt bei
fi



eine Ablöseblase der Einströmung am Düsenende mit freier Ablösung des
Düsenstrahls. Diese Ablöseblase schrumpft mit wachsendem
fi
, bis sie schließlich bei
fi




vollkommen verschwindet. Bei geringfügig größerem
fi
schließlich legt der Düsenstrahl an die
Kontur an und schließt zwischen Ablösung und Wiederanlegung eine Ablöseblase ein. Dreidi-
mensionale Darstellungen des Strömungsbildes finden sich in Abbildung 8.60. Die Zirkulation in
der Einströmung bei
fi



und in der Ablöseblase bei
fi

  
 bilden einen großen, zusammen-
hängenden Wirbelring.
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Ma: 0.5 1.0 1.4 1.9 2.4 2.9 3.3 3.8 4.3 4.8
Abb. 8.60.: VAC Parabelkontur.  A

 
=15 mit linearem Druck-
anstieg um 80%. Machisoflächen (orange:  =1, rot:

=2) mit 3D Stromlinien (oben) und Machisokontu-
ren (unten).
Auf ein einzelnes Flächenelement
ffi
 
wirkt die Kraft
ffi

& 

ffi

 
 

fl
ffi
 
 (8.1)
Die aerodynamische Kraft auf die Kontur

& 

ffi

& (8.2)
wird im wesentlichen vom Druckbeitrag bestimmt (s. Abb. 8.61). Die Kraft in Richtung der Sym-
metrieachse
&
 wird im wesentlichen in der Vorkammer aufgebracht. Stromab des Halses ist die
Fläche größer, aber der Druck sehr viel geringer als in der Vorkammer. &  fällt mit wachsendem
. stromab des Halses leicht ab. Die Kraft &  zeigt in der Vorkammer in Richtung des ansteigen-
den Druckprofils. Stromab des Halses ist dieses Druckprofil gespiegelt. Die Seitenkraft &  wird
langsam wieder geringer. Hinter dem Ablösepunkt herrscht auf der Seite mit freier Ablösung Um-
gebungsdruck und damit der höhere statische Druck. Die Seitenkraft wächst wieder an. Der Druck
in der eingeschlossenen Ablöseblase liegt unter dem Umgebungsdruck. Der statische Druck der
wiederangelegten Strömung liegt jedoch über dem Umgebungsdruck und bewirkt somit wieder ein
Abfallen der Seitenkraft.
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Abb. 8.61.: VAC Parabelkontur. Links:  A


=15, rechts:

A


=16.5. Kraft auf die Kontur in Längs- (oben,
&
 ) und Querrichtung (Mitte, &  ). Moment um den
Düsenhals (unten,   ). Angegeben ist immer der bis
zur Koordinate . aufintegrierte Wert.
Das Moment um den Düsenhals (Nullpunkt des Koordinatensystems)

 



 
ffi

& (8.3)
wird im wesentlichen durch die Seitenkraft ffi &  stromab des Halses bestimmt. Der Beitrag des
Wanddruckes in der Vorkammer und im Düsenhals ist wegen des kurzen Hebelarmes gering. Die
126
8.3. VAC Parabelkontur
Seitenkraft
ffi &
 hat wegen der Schlankheit der Düsenkontur einen größeren Hebelarm als die Kraft
in Richtung der Symmetrieachse
ffi &
 .
Die Rechnungen ohne Druckprofil am Einströmrand liefern wie erwartet keine Seitenkraft und
kein Moment. Die Lösung mit Wiederanlegen für das Druckverhältnis 16.5 mit 40 prozentiger
Druckvariation am Einströmrand zeigt eine unerwartet kleine Seitenlast von beinahe Null und ein
vergleichsweise kleines Moment.
Die Seitenlasten und auch Momente der Lösungen für das Druckverhältnis 15 mit 40 prozentiger
und 80 prozentiger Druckvariation sind ähnlich groß. Das Wiederanlegen der Strömung bei 80
prozentiger Druckvariation vermindert sowohl die Seitenkraft als auch das Moment. Das Moment
will die Düse in Richtung der Seite drehen, auf der die freie Ablösung auftritt. Ließe man die
Drehung zu zu, so erhöhte sich die Asymmetrie der Ablösung noch weiter und sowohl Seitenkraft
als auch Moment würden größer.
Die Lösung für das Druckverhältnis 15 mit 80 prozentiger Druckvariation ist in Abbildung 8.62
noch einmal gesondert ausgewertet. Der Reibungsbeitrag zu Längs- und Seitenkraft sowie zum
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Abb. 8.62.: VAC Parabelkontur.  A


=15 mit linearem Druckan-
stieg um 80%. Kraft auf die Kontur in Längs- (oben
links, &  ) und Querrichtung (oben rechts, &  ). Mo-
ment um den Düsenhals (unten,   ). Angegeben ist
immer der bis zur Koordinate . aufintegrierte Wert
sowie der Beitrag pro Längeneinheit ffi . .
Moment kann vernachlässigt werden. Der größte Beitrag ffi & 

ffi
. auf die Längskraft ist in Hals-
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nähe. Dort ist die Oberfläche am stärksten gegen die Längsachse geneigt und der Wanddruck sehr
groß. Vor dem Hals ist der Seitenkraftbeitrag
ffi &

 ffi
. positiv, dahinter ist er, bedingt durch die
Spiegelung des Druckprofiles im Düsenhals, negativ. Bei .


th

	 löst die Strömung bei
fi

 
ab. Die Einströmung und ihr vergleichsweise hoher statischer Druck bewirken ein großes, positives
ffi &

 ffi
. . Bei .


th




legt die Strömung bei
fi

   
nach Umströmung der Ablöseblase bei
einem statischen Druck, der über dem Umgebungsdruck liegt, wieder an. Dies bedingt ein großes,
negatives
ffi &

 ffi
. . Das Moment folgt der Seitenkraft &  . Ein erneuter Blick auf Abbildung 8.46
läßt erwarten, daß die Düse bei einseitigem Wiederanlegen des Strahles immer versuchen wird, in
Richtung der freien Ablösung auszuweichen.
8.4. „dual bell“-Konturen
„dual bell“-Düsen besitzen zwei optimierte Betriebszustände. So kann zum Beispiel sowohl beim
niedrigeren Druckverhältnis am Boden als auch beim höheren Druckverhältnis im Vakuum eine
klar definierte Ablösung bei einem kleineren und einem größeren Flächenverhältnis und damit ein
besserer Wirkungsgrad bei diesen beiden Betriebszuständen angestrebt werden [124, 125, 126,
127]. Bei „dual bell“-Düsen mit keinem oder positivem Wanddruckgradienten in der Erweite-
rung wandert die Ablösung bei Anhebung des Druckverhältnisses langsam vom Düsenhals zum
Konturknick. Dort verweilt sie bis zum Erreichen der Auslegungsdruckdifferenz und springt dann
innerhalb von weniger als 10ms [124] in Richtung Düsenende. Beim „Hochfahren“ springt die Ab-
lösestelle bei einem Druckverhältnis Richtung Düsenende das höher ist als das Druckverhältnis,
bei dem die Ablösung beim „Herunterfahren“ wieder den Konturknick erreicht. Dieses Verhal-
ten verhindert eine Schwingung zwischen den beiden Betriebszuständen. Seitenlastmaxima treten
auf, wenn die Ablösung über den Konturknick springt. Diese Maxima sind also beim „Hoch-
fahren“ bei einem größeren Druckverhältnis vorzufinden als beim „Herunterfahren“. Drei „dual
bell“-Konturen werden untersucht.
Die TEHORA (Technologie für Hochleistungsraketenantriebe) „dual bell“-Düse entstammt einer
Zusammenarbeit zwischen CADB (Chemical Automatics Design Bureau) in Rußland und Astri-
um und wurde am Keldysh Research Center in Moskau getestet [127]. Der Halsdurchmesser ist




	

. Betriebs- und Umgebungsgas ist Luft mit      >

 ; 2 ffi

,


 	

und Pr   	 . Es
gelten die Idealgasgleichung, Sutherlands Gesetz und die Prandtlanalogie. Die Einströmmachzahl
ist



   



, die Ruhetemperatur der Einströmung ist fi A     ffi . Der Umgebungszustand
ist definiert durch  amb

 	    
	

 und fi amb

  
ffi . Die turbulenten Zustandsgrößen sind
unbekannt und werden angenommen zu Tu     und 
GIH



   

th am Einströmrand und
; amb

 




;
 und * amb

*  am Fernfeldrand. Die Wand besitzt keine Rauhigkeit. Am
Fernfeldrand wird die zweidimensionale, nichtreflektierende Randbedingung von Giles verwendet.
Die Grundströmungsgleichungen werden mit MAPS
D
diskretisiert. Für die Turbulenzgleichungen
wird die von Haidinger implementierte Turbulenzdiskretisierung mit Kompressibilitätskorrektur
von Wilcox verwendet [127, 128]. Die Flußdifferenzen in Umfangsrichtung werden berechnet und
nicht durch Quellterme ersetzt.
Die beiden anderen untersuchten „dual bell“-Konturen wurden im Rahmen des deutschen Tech-
nologieprogramms TEKAN (German National Technology Programme on Cryogenic Rocket En-
gines) bei Astrium ausgelegt und am Prüfstand P6.2 des DLR in Lampoldshausen getestet [125].
Beide Konturen haben eine Erweiterung mit konstantem Wanddruck, um einen schnellen Wechsel
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zwischen den beiden Betriebszuständen zu erreichen. Eine abgeschnittene ideale Kontur und ei-
ne schuboptimierte Rao-Parabel dienen als Basisdüsen. Der Halsdurchmesser ist jeweils   .
Betriebs- und Umgebungsgas ist Stickstoff mit 

	

>

 ; 2 ffi

,


 	

und Pr   	 . Es gel-
ten die Idealgasgleichung, Sutherlands Gesetz und die Prandtlanalogie. Die Einströmmachzahl ist



   

	

, die Ruhetemperatur der Einströmung ist fi A     ffi . Der Umgebungszustand ist
definiert durch  amb

 
	

 und fi amb

  
ffi . Die Beschleunigung vom Umgebungszustand
zum Fernfeldrand wird als isentrop und isenthalp angenommen. Am Einströmrand und am Fern-
feldrand wird 
H 
 

und  !
H 
!


  


vorgeschrieben. Die Wandrauhigkeit ist ; DF
 
.
Die Grundströmungsgleichungen werden mit dem „upwind“ TVD, und die Turbulenzgleichungen
werden mit dem symmetrischen TVD und „realizability“-Korrektur mit den Konstanten
 !


 

,
 

 

und    diskretisiert.
8.4.1. TEHORA-Kontur
Das Rechennetz hat 188 Zellen in Längsrichtung und 100 Zellen in radialer Richtung in der Düse
(s. Abb. 8.63) und insgesamt 33060 Zellen. Der /
D
-Wert der wandnächsten Zelle liegt immer unter
Abb. 8.63.: TEHORA. Rechennetz. Nur jede vierte Netzlinie ist
dargestellt.
1. Das Netz erstreckt sich um das 3.5fache des Düsenaustrittsdurchmessers in radialer Richtung
und um das 6fache in Längsrichtung.
Der Druckgradient in den beiden Kontursektionen ist sehr hoch. Die Ablösepunktvorhersage ist
daher im Vergleich zu Konturen mit sehr kleinem Druckgradienten unsensibler auf das numerische
Schema und die Turbulenzdiskretisierung (s. Abb. 8.64). Die Kontur wurde mit dem Charakteri-
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Abb. 8.64.: TEHORA. Wanddruckverlauf (links) und Position .  
des minimalen Wanddruckes (rechts).
stikenverfahren ausgelegt und ist nicht ganz glatt. Die leichten Schwankungen im Wanddruck


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entlang der Kontur fl lassen sich aus der Verschiebung der Kontur in Wandnormalenrichtung !
ableiten [129]:



ffi  

 



 
(
!
(
fl
 (8.4)
Die Ablösung beim Druckverhältnis 24 liegt im Experiment bei .


th

	   
und in der Nachrech-
nung bei .


th


. Zwischen den Druckverhältnissen 6 und 12 löst die Strömung am Konturknick
ab. Bei weiterer Erhöhung des Druckverhältnisses wandert die Ablöselinie Richtung Düsenende
und erreicht wegen des großen Druckgradienten in der zweiten Konturhälfte erst beim Druckver-
hältnis 30 das Düsenende. Wie bei den früher vorgestellten Rechnungen entspannt die Strömung
auch hier vor der Ablösung etwas mehr als von der Schmucker-Formel vorhergesagt.
Beim Druckverhältnis 6 löst die Strömung knapp vor dem Konturknick ab (s. Abb. 8.64, 8.65). Der
M: 0.1 0.6 1.1 1.6 2.1
M: 0.1 0.7 1.2 1.8 2.3
M: 0.2 0.9 1.6 2.3 3.1
M: 0.2 1.1 2.0 2.9 3.7
M: 0.2 1.2 2.1 3.1 4.0
Abb. 8.65.: TEHORA. Machisokonturen für  A


=6 (oben), 12,
18, 24 und 30 (unten).
Ablösestoß wird an der Achse Mach-reflektiert. Bei den Druckverhältnissen 12, 18 und 24 findet
sich die reguläre Stoßreflektion. Die Ablöseline liegt beim Druckverhältnis 12 noch am Kontur-
knick und wandert dann langsam Richtung Düsenende. Besonders bei den Druckverhältnissen 8
und 12 finden sich stromab der Ablöselinie mehrere Expansionen und Verdichtungstöße, bis sich
der Düsenstrahl voll an den Umgebungsdruck angepaßt hat. Das Strömungsbild mit seinem cha-
rakteristischen „diamond-shape pattern“ findet sich häufig in der Literatur (s. Abb. 8.66). Beim
Druckverhältnis 30 liegt die Ablöselinie am Konturende. Das Strömungsbild zeigt die Machre-
flektion und einen vom Konturknick ausgehenden Expansionsfächer.
Die in dieser Rechnung verwendete Turbulenzdiskretisierung [127, 128] weist Ungenauigkeiten in
der konvektiven Flußberechnung auf und produziert Turbulenz in Gebieten mit Zellverdichtungen
(s. Abb. 8.67). Die Verteilung der turbulenten Zustandsgrößen erscheint verschmiert und unscharf.
Dieser Fehler wurde von Weber behoben [36, 37].
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Abb. 8.66.: Kompressionen und Expansionen im Überschall-
strahl („diamond-shape pattern“). Kurzzeitig (oben)
und länger belichtetes Schlierenbild (unten) [130].
0.0 1.2 2.4 3.6log10(µT/µ)
Abb. 8.67.: TEHORA mit  A
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-Isokonturen.
8.4.2. TIC Basis und „constant pressure“ Erweiterung
Die untersuchte Düse setzt sich zusammen aus einer schuboptimierten, abgeschnittenen, idealen
Kontur („truncated ideal contour“ oder kurz TIC) und einer Erweiterung mit konstantem Wand-
druck („constant pressure“ oder CP) und wird daher als TICCP bezeichnet. Das Rechennetz hat
100 Zellen in Längsrichtung und 50 Zellen in radialer Richtung in der Düse (s. Abb. 8.68) und ins-
gesamt 12508 Zellen. Der /
D
-Wert der wandnächsten Zelle liegt immer unter 1. Das Netz erstreckt
Abb. 8.68.: TICCP. Rechennetz. Nur jede zweite Netzlinie ist
dargestellt
sich um das 4fache des Düsenaustrittsdurchmessers in radialer Richtung und um das 20fache in
Längsrichtung.
Die abgeschnittene, ideale Basisdüse erzeugt eine sehr schwache interne Kompressionswelle mit
einem Reflektionspunkt kurz vor dem Düsenende (s. Abb. 8.69). Beim Druckverhältnis 30 steht
die Ablösung noch vor dem Konturknick; der Ablösepunkt wird in guter Übereinstimmung mit
dem Experiment vorhergesagt (s. Abb. 8.70). Die Machscheibe ist rückwärtig gekrümmt. Hinter
dem Stoß steht ein Rückströmungswirbel. Für die Druckverhältnisse 40, 50, 60 und 70 verharrt
die Ablösung am Konturknick. Der abgehende Schrägstoß wird an der Achse regulär reflektiert.
Der Überschallstrahl stromab der regulären Reflektion wird wieder beschleunigt und durch einen
erneuten Schrägstoß mit regulärer Reflektion verzögert („diamond-shape pattern“). Mit steigen-
dem Druckverhälnis wandert diese zweite reguläre Reflektion stromab, und der Durchmesser des
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M: 0.3 1.3 2.4 3.4 4.5 M: 0.3 1.4 2.5 3.7 4.8
M: 0.3 1.4 2.5 3.6 4.8 M: 0.3 1.4 2.6 3.7 4.9
M: 0.3 1.4 2.5 3.7 4.8 M: 0.3 1.5 2.7 3.9 5.1
M: 0.3 1.4 2.5 3.7 4.8 M: 0.3 1.5 2.8 4.0 5.2
Abb. 8.69.: TICCP. Machisokonturen für  A
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=30 (links oben),
40, 50, 60 (links unten), 70 (rechts oben), 80, 90 und
100 (rechts unten).
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Abb. 8.70.: TICCP. Wanddruckverlauf.
abgehenden Düsenstrahles nimmt zu. Beim Druckverhältnis 80 löst die Strömung im Experiment
noch am Konturknick ab; in der Nachrechnung löst sie auf 2/3 der Länge der „constant pressure“
Erweiterung ab. Wegen des sehr geringen Druckgradienten in der Erweiterung zeigt die Düse im
Experiment beinahe ein binäres Verhalten: Die Ablösung steht am Konturknick oder am Düsenen-
de. Dieses Verhalten kann mit dem hier verwendeten Netz und Rechenprogramm nicht nachvoll-
zogen werden. Eine Netzkonvergenzstudie wurde nicht durchgeführt. Bei den Druckverhältnissen
80, 90 und 100 zeigt die Nachrechnung Machreflektion mit glattem Abfließen der Strömung ohne
Rückströmungswirbel hinter der Machscheibe. Dieses Bild steht im Einklang mit Schlierenbil-
dern aus dem Experiment [125]. Beim Druckverhältnis 90 ist die Ablösung verglichen mit dem
Experiment etwas zu weit vom Düsenende entfernt. Bei den höheren Druckverhältnissen sind ein
vom Konturknick ausgehender Expansionsfächer und eine von dort abgehende Verdichtungswelle
erkennbar. Die Verdichtungswelle verformt den Ablösestoß leicht.
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8.4.3. Parabelbasis und „constant pressure“ Erweiterung
Die untersuchte Düse setzt sich zusammen aus einer Parabelkontur-Basisdüse und einer Erweite-
rung mit konstantem Wanddruck („constant pressure“ oder CP) und wird als PAR2CP bezeichnet.
Das Rechennetz hat 200 Zellen in Längsrichtung und 100 Zellen in radialer Richtung in der Düse
(s. Abb. 8.71) und insgesamt 50032 Zellen. Der /
D
-Wert der wandnächsten Zelle liegt immer unter
Abb. 8.71.: PAR2CP. Rechennetz. Nur jede vierte Netzlinie ist
dargestellt
1. Das Netz erstreckt sich um das 4fache des Düsenaustrittsdurchmessers in radialer Richtung und
um das 20fache in Längsrichtung.
Beim Druckverhältnis 30 löst die Strömung in Nachrechnung (s. Abb. 8.72) und Experiment [124]
vor dem Konturknick bei .


th


ab. Die vom Düsenhals abgehende Kompressionswelle bildet
4 8 12 16
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pc/pa=90
Abb. 8.72.: PAR2CP. Wanddruckverlauf.
mit dem starken Stoß einen Tripelpunkt. Das so entstehende Stoßmuster ist der Kappenstoß (s.
Abb. 8.73). Hinter dem Kappenstoß steht ein Rückströmungswirbel. Da die Strömung zwischen
Achse und Kompressionswelle stark divergent ist, muß der starke Stoß leicht stromab gewölbt sein.
Das aus der Umgebung angesaugte Gas löst beim Umströmen des Düsenendes ab und umschließt
eine Ablöseblase. Die im Wanddruck erkennbare, große Ausdehnung der Ablöseblase wurde im
Experiment nicht beobachtet. Bei den Druckverhältnissen 50 und 70 liegt ebenfalls das Kappen-
stoßmuster vor. Die Ablösung verharrt in Übereinstimmung mit dem Experiment am Konturknick.
Beim Druckverhältnis 90 liegt die Ablösung im Experiment bei .


th

  	
, in der Nachrechnung
bei .


th

 

. Die interne Kompressionswelle wird kurz hinter dem Düsenende an der Achse
reflektiert (s. Abb. 8.73 und 8.74). Hinter dem Reflektionspunkt ist die Machzahl geringer als in
der umgebenden Überschallströmung. Ein senkrechter Stoß (Machscheibe) schließt dieses Gebiet
ab. Hinter dem senkrechten Stoß ist die Strömung im Unterschall und wird in einem sich zunächst
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M: 0.3 1.4 2.6 3.7 4.8 M: 0.3 1.7 3.1 4.5 5.8
M: 0.3 1.6 2.8 4.1 5.4 M: 0.4 1.9 3.4 4.9 6.4
Abb. 8.73.: PAR2CP. Machisokonturen für  A


=30 (links
oben), 50 (links unten), 70 (rechts oben) und 90
(rechts unten).
Abb. 8.74.: PAR2CP. Pseudo-Schlierenbild (links) und
„vorticity“-Isokonturplot (rechts) für  A       .
verjüngenden und dann wieder aufweitenden Kanal erneut auf Überschall beschleunigt. Die vom
Konturknick ausgehende Verdichtungswelle verformt den Schrägstoß und bleibt auch hinter dem
Schrägstoß sichtbar.
Eines der Auslegungsziele bei „dual bell“-Konturen ist der sprunghafte Wechsel des Betriebszu-
standes, wenn das Druckverhältnis einen gewünschten Wert überschreitet. Diese Vorgabe wird
von TEHORA nicht erfüllt. Der Wanddruckgradient in der Erweiterung ist zu groß. TICCP und
PAR2CP haben Erweiterungen mit konstantem Wanddruckverlauf und zeigen ein besseres Ver-
halten. In der Nachrechnung löst die Strömung bis zum Druckverhältnis 70 am Konturknick ab.
Bei weiterer Erhöhung des Druckverhältnisses springt die Ablöselinie dann unmittelbar nahezu bis
zum Düsenende.
8.5. Vulcain
Das für die Zentralstufe der Ariane 5 Rakete entwickelte Vulcain-Triebwerk [8] hat eine Rao-
optimierte Parabelkontur mit interner Kompressionswelle und einen Halsdurchmesser von  th

  	 


. Für dieses Triebwerk wurde die Existenz von Ablösung ohne (FSS) und mit (RSS)
Wiederanlegen mehrfach nachgewiesen [11, 12, 13, 14]. Die Beweisführung stützt sich dabei
auf CFD-Rechnungen unter Annahme von Idealgaseigenschaften mit angepaßtem Isentropenex-
ponenten 

  
, angepaßter Gaskonstante   	  

>

 ; 2 ffi

und Prandtlzahl Pr    	   in
Verbindung mit Meßdaten.
An dieser Stelle wird der Gasmodellierungsgrad erhöht und das Idealgasgesetz durch Gastabellen
für das jeweilige Mischungsverhältnis ersetzt. Rechnungen mit chemischem Nichtgleichgewicht
(s. Abs. 8.6) zeigen, daß das Gas stromab des Düsenhalses bis zum Ablösestoß im chemischen
Gleichgewicht ist, aber keinen konstanten Isentropenexponenten besitzt; in diesem Bereich ist das
hier gewählte Vorgehen daher erlaubt. Die Umgebung wird mit dem gleichen Gas wie in der Düse
modelliert. Da das Wasserstoff/Sauerstoff-Gemisch eine viel geringere Dichte als Luft hat, muß
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beim Umgebungsdruck      	   eine sehr viel kleinere Dichte als bei Luft angesetzt werden
(s. Tab. 8.2). Um Abstand vom unteren Rand der Zustandstabellen zu gewinnen, wird eine hohe
Umgebungstemperatur gewählt.
Im Experiment wurde bei kleinen Druckverhältnissen Ablösung ohne Wiederanlegen, bei mittleren
Druckverhältnissen Ablösung mit Wiederanlegen und bei hohen Druckverhältnissen Ablösung am
Konturende mit Kappenstoß und Machscheibe beobachtet (s. Abb. 8.75). Die Leuchtintensität
Abb. 8.75.: Vulcain. Videoaufnahmen. Experiment beim DLR
[14, 131]. Oben:   &  	 , Anhebung des Druckver-
hältnisses von   (links) auf    (rechts). Unten:

A

 

   

, Anhebung des Mischungsverhältnisses
von 5.8 (links) auf 6.8 (rechts).
auf den Bildern ist proportional zu ffi fi

und weist auf Gebiete hoher Dichte und Temperatur hin.
Beispiele hierfür sind das Gebiet stromab der Machscheibe und der Rückstromwirbel hinter dem
Kappenstoß. Das Düsenstrahläußere ist kälter und strahlt bei niedrigerer Wellenlänge rötlich.
Die Bilder in der oberen Zeile in Abbildung 8.75 zeigen Aufnahmen aus den 3 Sekunden, in denen
das Seitenlastmaximum auftrat. Das Mischungsverhältnis schwankt im beobachteten Zeitraum
stark und liegt im Mittel bei 6. Es wird vermutet, daß während der ersten drei Aufnahmen FSS
und während der letzten drei Aufnahmen RSS vorlag. In dieser Interpretation der Meßergebnisse
wird das Seitenlastmaximum durch einen angenommenen, asymmetrischen Umschlag vom FSS
auf das RSS Stoßmuster gedeutet [14]. Auf den Aufnahmen ist nicht eindeutig zu erkennen, ob
und auf welcher Seite die Strömung ablöst.
Die untere Reihe von Abbildung 8.75 zeigt Aufnahmen über einen Zeitraum von 2 Sekunden beim
Druckverhältnis 115 und Anhebung des Mischungsverhältnisses von 5.8 auf 6.8. Bei  &    
liegt das Kappenstoßmuster vor. Die Verdichtung und Erhitzung des Gases ist an der Achse und
am Rand des Kappenstoßes nach Durchgang durch das X-förmige Schrägstoßsystem am größten;
in diesem Gebiet leuchtet das Gas am intensivsten. Mit wachsendem O/F schlägt der Kappenstoß
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plötzlich in die Machscheibe um. Diese ist in der Mitte leicht stromauf gekrümmt. Frey weist
bezugnehmend auf Videoaufnahmen von Vulcain-Experimenten auf einen Hystereseeffekt beim
Umschlag vom Kappenstoß zur Machscheibe und umgekehrt hin [13] und erwähnt die Abhängig-
keit des Stoßmusters vom Isentropenexponenten  . Beim Anheben des Druckverhältnisses bleibt
das Kappenstoßmuster bestehen, bis der starke Stoß den Reflektionspunkt der internen Kompres-
sionswelle passiert hat. Dann springt er schlagartig ein weites Stück stromab und formt die Mach-
scheibe. Ein Absenken des Isentropenexponenten bei konstantem Druckverhältnis läßt den Reflek-
tionspunkt stromauf wandern und hat somit den gleichen Effekt. Beim folgenden Absenken des
Druckverhältnisses wechselt die Machscheibe erst dann plötzlich wieder zum Kappenstoßmuster
über, wenn die Machscheibe den Reflektionspunkt der internen Kompressionswelle überschritten
hat. Da die Machscheibe bei festgehaltenem Druckverhältnis weiter stromab die Achse schneidet
als der Kappenstoß, tritt eine Hysterese auf.
An dieser Stelle wird versucht, durch Rechnungen unter Annahme von Realgas unter Gleichge-
wichtsbedingungen die Beweisführung für die Interpretation des Experimentes auszubauen. Die
Brennkammereinströmdaten (s. Tab. 8.1), der Umgebungszustand (s. Tab. 8.2) sowie die Gastabel-
len werden mit dem Gordon/McBride-Computerprogramm berechnet [53, 54]. Bei den niedrigen
 
&

A [ 	   ]   [ 	   ] fi  [ ffi ]   [  ]
6.0 20 19.33 3360 0.2464
6.0 30 28.99 3409 0.2463
6.0 50 48.31 3470 0.2463
5.6 115 111.1 3496 0.2460
5.8 115 111.1 3533 0.2461
6.8 115 111.1 3560 0.2462
Tab. 8.1.: Vulcain Gleichgewichtrealgasrechnung. Brennkam-
mereinströmdaten.
 
& 5.6 5.8 6.0 6.8
ffi amb [ ; 2

7 ] 0.2316 0.2386 0.2457 0.2737
Tab. 8.2.: Vulcain Gleichgewichtrealgasrechnung. Umgebungs-
zustand bei  amb

 	    
	

 und fi amb

 
ffi .
Druckverhältnissen können Druckverhältnis und Mischungsverhältnis nur mit einiger Unsicherheit
den Videoaufnahmen zugeordnet werden. Auch wegen der Vernachlässigung von Nichtgleichge-
wichteffekten, die stromab des Verdichtungsstoßes wieder eine Rolle spielen, kann die Nachre-
chung nicht quantitativ mit dem Experiment verglichen werden. Die turbulenten Zustandsgrößen
sind unbekannt und werden angenommen zu Tu     und 
GIH



   

th am Einströmrand
und ; amb

 




;
 und * amb

*  am Fernfeldrand. Die Wand ist hydraulisch glatt.
Das Rechennetz hat 160 Zellen in Längsrichtung und 160 Zellen in radialer Richtung in der Dü-
se (s. Abb. 8.76) und insgesamt 42688 Zellen. Der /
D
-Wert der wandnächsten Zelle liegt immer
unter 1. Das Netz erstreckt sich um das 4fache des Düsenaustrittsdurchmessers in radialer Rich-
tung und um das 20fache in Längsrichtung. Die Grundströmungsgleichungen werden mit dem
Roe-Schema, die Turbulenzgleichungen werden mit einem MAPS ähnlichen Schema [72] und
Kompressibilitätskorrektur nach Wilcox diskretisiert. Am Fernfeldrand wird die eindimensionale,
nichtreflektierende Randbedingung von Giles angesetzt.
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Abb. 8.76.: Vulcain. Rechennetz. Nur jede vierte Netzlinie ist
dargestellt
Die Nachrechnung zeigt RSS bei den Druckverhältnissen 20, 30 und 50 (s. Abb. 8.77 und 8.78).
M: 0.2 0.9 1.7 2.4 3.1 M: 0.3 1.5 2.6 3.8 5.0
M: 0.2 1.0 1.8 2.5 3.3 M: 0.3 1.4 2.6 3.7 4.8
M: 0.2 1.1 2.0 2.9 3.8 M: 0.3 1.3 2.3 3.3 4.4
Abb. 8.77.: Vulcain. Machisokonturen. Links:  A


=20 (oben),
30 und 50 (unten). Rechts:  A   =115 mit  & =5.6
(oben), 5.8 und 6.8 (unten).
Unter der Annahme, daß die Nachrechnung unter den gleichen Randbedingungen wie das Experi-
ment erfolgt ist, steht dieses Ergebnis im Widerspruch zu der weiter oben angeführten Interpretati-
on der Videobilder des Experimentes. Die Ablöseblase wandert mit wachsendem Druckverhältnis
rasch stromab und hat beim Druckverhältnis 50 beinahe das Düsende erreicht. Folgt man der
Nachrechnung, so läßt sich das Seitenkraftmaximum daher auch mit dem Öffnen der Ablöseblase
erklären. Frey et al. zeigen für die DLR Parabelkontur (s. Abs. 8.2), daß die Öffnung der Ablöse-
blase etwa gleich große Seitenlasten hervorruft wie der Umschlag FSS  RSS [106].
Die Wanddruckschwankungen stromab des Wiederanlegepunktes bei den RSS Lösungen entste-
hen durch eine Reihe von Kompressionen und Expansionen des an der Wand anliegenden Über-
schallstrahles (s. Abb. 8.79). Dichte und Wandtemperatur der wiederanlegenden Strömung liegen
deutlich über dem an derselben Stelle bei vollfließender Düsenströmung zu erwartetenen Wert (s.
Abb. 8.80). Die Kontur wird durch den erhöhten Wärmeeintrag thermisch stark belastet. Bei Im-
mich [132] wird von Versuchen mit einer kleinskalierten Vulcain-Düse mit Verbrennung berichtet.
Diese Düse wurde bei den Druckverhältnissen 30 und 40 stationär betrieben. Im ersten Fall wurde
Ablösung ohne Wiederanlegen mit Kappenstoß beobachtet. Im zweiten Fall konnte eine statio-
näre Ablösung mit Wiederanlegen nachgewiesen werden. Die stark komprimierte und erhitzte,
wiederangelegte Strömung brachte dabei die C/SiC Kontur so stark zum Glühen, daß der Versuch
abgebrochen werden mußte. Aus der Umgebung eingesogene, kühle Luft bewirkt einen deutlichen
Abfall der Wandtemperatur am äußersten Düsenende (s. Abb. 8.80).
Beim Druckverhältnis 115 ist die Düse vollfließend (s. Abb. 8.77 und 8.78). Das Anheben des
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Abb. 8.78.: Vulcain. Wanddruckverlauf (oben links), Reibungs-
beiwert (unten links), Druck auf der Achse (oben
rechts) und vorzeichenbehaftete Machzahl auf der
Achse (unten rechts).
log(p): 4.5 4.7 4.8 5.0 5.2
Ablöseblase
Wiederanlegestoß
Schrägstoßsystem
Unterschallströmung
Adaptionsstoß
an Umgebungsdruck
Rückströmwirbel
M: 0.3 1.4 2.6 3.7 4.8
interne
Kompressionswelle Stoßreflektion
Ablösestoß
Schrägstoß
Tripelpunkte
Abb. 8.79.: Vulcain. Druckisokonturen für  A


=30 (links)
und Machisokonturen für  A


=115 und  & =5.8
(rechts).
Mischungsverhältnisses bewirkt ein Stromaufwandern des Reflektionspunktes der internen Kom-
pressionswelle (gut sichtbar im Druck auf der Achse  CL) und eine Abnahme der Krümmung
der Machscheibe. Beim Mischungsverhältnis 6.8 ist die Machscheibe bereits deutlich gerader als
in der letzten Videoaufnahme aus dem Experiment. Beim Mischungsverhältnis 5.6 tritt noch kein
Kappenstoß auf, und der starke Stoß schneidet kurz hinter dem Reflektionspunkt der internen Kom-
pressionswelle die Achse. Wenn das Mischungsverhältnis minimal weiter abgesenkt wird, wird der
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Abb. 8.80.: Vulcain. Adiabate Wandtemperatur.
starke Stoß stromauf des Reflektionspunktes liegen und mit der internen Kompressionswelle einen
Tripelpunkt formen; die Machscheibenlösung wird in die Kappenstoßlösung übergehen. Da in der
Nachrechnung kein Kappenstoßmuster beobachtet wird, scheint das Mischungsverhältnis in der
Nachrechnung im Vergleich zum Experiment etwas zu hoch gewählt zu sein.
Eine Auswertung des Termes ffi fi

ist in Abbildung 8.81 dargestellt. Beide Bilder vergleichen sich
Abb. 8.81.: Vulcain.  A


=50 (links) und  A   =115 mit
 
&
=5.6 (rechts). ffi fi

-Isokonturplot.
gut mit den Videoaufnahmen des Experimentes (s. Abb. 8.75).
8.6. Vulcain 2
Vulcain 2 [133, 134] wird als Nachfolger für das Vulcain-Triebwerk von SNECMA als Systemfüh-
rer für die europäische Weltraumorganisation ESA entwickelt. Der Halsdurchmesser ist       

.
Die Brennkammer, der Hals, sowie der erste Teil der Kontur werden mit Wasserstoff regenerativ
gekühlt. Der Wasserstoff nimmt beim Kühlprozess Wärme auf und wird zur Schubsteigerung des
Triebwerks bei .   	  

	

über 1025 Bohrungen mit Durchmesser  	

und „discharge“-
Koeffizienten 0.82 in einer kleinen Konturstufe wandtangential in die Düse eingeblasen („dump“).
Die effektive Austrittsfläche ist  	

 
 
 

7


. Die Turbopumpen werden mit Gasgeneratoren
betrieben. Deren Abgas („TEG“) wird bei  	 	 	  wandtangential eingeblasen. Ziel ist eine
Filmkühlung der Kontur und eine Erhöhung des spezifischen Impulses des Raketenmotors. Die
Konturstufe bei der „TEG“-Einblasung ist von r=  




auf  

  

. In der tatsächlichen
Düse geschieht die Einblasung über eine Expansionsdüse durch diskrete Löcher. Die Abgase der
Wasserstoffgasturbine und der Sauerstoffgasturbine werden nicht gemischt, sondern getrennt von-
einander eingeblasen. In der axialsymmetrischen Nachrechnung ist dies nicht möglich.
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Für weniger umfangreiche Auslegungsrechnungen wurde eine „clean“-Kontur ohne „dump“- und
„TEG“-Einblasung und ohne Konturstufen entworfen. Diese Kontur zeigt einen verglichen mit der
Originalkontur sehr ähnlichen Wanddruckverlauf.
8.6.1. Idealgasnachrechnung der Vulcain 2 „clean“-Kontur
Gaskonstante, Prandtlzahl und laminare Viskosität werden für mehrere Entspannungen vom Brenn-
kammerzustand  A         	   und fi A  	   ffi beim Mischungsverhältnis
 
& 
   

mit
dem Gordon/McBride-Computerprogramm berechnet [53, 54]. Gaskonstante und Prandtlzahl wer-
den gemittelt zu      	

>

 ; 2 ffi

und Pr        . Für die laminare Viskosität wird ein Poly-
nom durch die berechneten Größen gelegt ( !  fi  ffi 


3
fl
  
 



 
 
 


 


 
 
 
 

 
fi 

 
  
 



fi
 ). Der Isentropenexponent  wird variiert. Die Einströmmachzahl berechnet sich
aus dem subsonischen Flächenverhältnis   =2.2910 und dem Isentropenexponenten (s. Gl. A.4).
Der Umgebungszustand ist definiert durch  amb

 	   
	

 und fi amb

  
ffi . Die turbulenten
Zustandsgrößen sind unbekannt und werden angenommen zu Tu     und 
G H



   

th
am Einströmrand und ; amb

 




;
 und * amb

*  am Fernfeldrand. Die Wand besitzt
vereinfachend keine Rauhigkeit. Am Fernfeldrand wird die zweidimensionale, nichtreflektierende
Randbedingung von Giles verwendet.
Das Rechennetz hat 128 Zellen in Längsrichtung und 60 Zellen in radialer Richtung in der Düse
(s. Abb. 8.82). Die Gesamtanzahl der Zellen ist 13200. Das Netz erstreckt sich in Längsrich-
Abb. 8.82.: Vulcain 2 „clean“. Rechennetz. Nur jede zweite
Netzlinie ist dargestellt.
tung um das 5.5fache des Düsenaustrittsdurchmessers und in radialer Richtung um das 4fache des
Düsenaustrittsdurchmessers. Der /
D
-Wert der wandnächsten Zelle liegt unter 1. Die Grundströ-
mungsgleichungen werden mit dem symmetrischen TVD diskretisiert. Für die Turbulenzgleichun-
gen wird die Implementierung von Haidinger herangezogen (s. Abs. 8.4.1). Die Flußdifferenzen
in Umfangsrichtung werden berechnet und nicht durch Quellterme ersetzt.
Abbildung 8.83 zeigt den Einfluß des Isentropenexponenten  auf das Strömungsbild. Für  
 	   
erscheint die Machscheibe und für     	  

zeigt sich der Kappenstoß. Diese Beobachtung
steht im Einklang mit der in Abschnitt 8.5 berichteten Beobachtung beim Vulcain-Test. Eine Erhö-
hung des Mischungsverhältnisses oder analog eine Absenkung des Isentropenexponenten bewirkt
bei Überschreiten eines Grenzwertes einen abrupten Umschlag vom Kappenstoß zur Machscheibe.
8.6.2. Nachrechnung der Vulcain 2 „clean“-Kontur mit
Konturwelligkeit
Im Betrieb wird die Düsenkontur stark erhitzt und dehnt sich aus. Um die Geometrie zu halten
und um der Kontur mechanische Steifigkeit zu geben, ist sie in Umfangsrichtung mit Bändern,
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Abb. 8.83.: Vulcain 2 „clean“ mit  A



   
. Machisokontu-
ren für  =1.12 (oben), 1.13, 1.14, 1.15, 1.16 und 1.2
(unten).
sogenannten „stiffenern“, umspannt. Dies führt im Betrieb zu einer Konturwelligkeit mit Druck-
extrema an den „stiffener“-Positionen. Im folgenden wird der Einfluß der Konturwelligkeit auf die
Position der Strömungsablösung untersucht [135].
Hierzu wird die Welligkeit der heißen Astrium-V5-Kontur (ne203 cycle4 [136]) auf die glatte
„clean“-Kontur überlagert (s. Abb. 8.84).
−5 0 5 10 15 20
x/rth
−5
0
5
10
r/r
th
,
 
10
 d
r/d
x
glatt
wellig
dr/dx glatt
dr/dx wellig
Abb. 8.84.: Vulcain 2 „clean“-Kontur (glatt) und „clean“-Kontur
überlagert mit Welligkeit von heißer Astrium-V5-
Kontur. Geometrie und erste Ableitung.
Das Rechennetz hat 496 Zellen in Längsrichtung und 80 Zellen in radialer Richtung in der Düse (s.
Abb. 8.85) und insgesamt 67200 Zellen. Es erstreckt sich um das 16fache des Düsenaustrittsradius
in Längsrichtung und um das 3.5fache in radialer Richtung. Der /
D
-Wert der wandnächsten Zelle
liegt immer unter 1. Damit die Konturwelligkeit gut aufgelöst wird, muß das Netz in Längsrichtung
sehr fein sein.
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Abb. 8.85.: Vulcain 2 „clean“ Gleichgewichtrealgasrechnung.
Rechennetz für glatte Kontur. Nur jede vierte Netzli-
nie ist geplottet.
Das Betriebsgas wird als Realgas unter Gleichgewichtsbedingungen behandelt. Die Gaseigen-
schaften werden dafür aus Zustandstabellen entnommen, welche mit dem Gordon/McBride-Pro-
gramm [53, 54] für das Mischungsverhältnis   &       erstellt wurden. Die Gaszusammen-
setzungen am „dump“- und „TEG“-Einströmrand differieren stark von denen am Brennkammer-
einströmrand. Daher wird an dieser Stelle auf die Behandlung von „dump“ und „TEG“ verzichtet
und die „clean“-Kontur verwendet. Für 4 Druckverhältnisse (s. Tab. 8.3) werden Rechnungen mit
der glatten und der welligen Kontur durchgeführt.

A [ 	   ]   [ 	   ] fi  [ ffi ]   [  ]
115.5 110.8 3669 0.2707
110 105.5 3662 0.2707
105 100.7 3655 0.2707
95 91.15 3642 0.2707
Tab. 8.3.: Vulcain 2 „clean“ Gleichgewichtrealgasrechnung.
Brennkammerdruck und Brennkammereinströmdaten.
Die Grundströmungsgleichungen werden mit dem Roe-Schema diskretisiert, die Turbulenzglei-
chungen werden mit dem O1-Schema mit kompressibler Dissipation nach Wilcox diskretisiert.
Die Flußdifferenzen in Umfangsrichtung werden berechnet und nicht durch Quellterme ersetzt.
Am Brennkammereinströmrand wird Tu     und 
GIH



   

th gesetzt, am Fernfeldrand
gilt ; amb

  




;
 und * amb

* 
. Die Wand besitzt keine Rauhigkeit.
Da in der Rechnung nur ein Gasgemisch berücksichtigt werden kann, wird auch die Umgebung
als Wasserstoff/Sauerstoff-Gemisch behandelt. Solange der Umgebungsdruck richtig auf die Strö-
mung aufgeprägt wird und nur der Ablösepunkt und nicht die Wandtemperaturen im Ablösegebiet
interessieren bringt die Modellierung der Umgebungsluft mit gleichem
 
&
wie die Düsenströ-
mung nur einen geringen Fehler in die Rechnung ein. Um Abstand vom Rand der Zustandsflächen
zu gewinnen, wird fi amb

  
ffi gesetzt. Für den Umgebungsdruck  amb

 	     
	

 ergibt
sich die relativ geringe Dichte von ffi amb

    	  
; 2


7
. Am Fernfeldrand wird die eindimen-
sionale, nichtreflektierende Randbedingung von Giles verwendet.
Zunächst werden mit beiden Konturen Rechnungen ohne Ablösung für das Druckverhältnis  A



   


 durchgeführt. Der Wanddruckverlauf der welligen „clean“-Kontur stimmt gut mit dem
Wanddruckverlauf einer früheren Nachrechnung der welligen Kontur mit „dump“ und „TEG“
überein [136] (s. Abb. 8.86). Dann werden für 4 Druckverhältnisse (s. Tab. 8.3) Rechnungen mit
abgelöster Strömung für glatte und wellige Kontur durchgeführt. Abbildung 8.87 zeigt die acht
Lösungen im Vergleich. In jedem Fall handelt es sich um FSS mit Machscheibe. Die Strömung
löst bei der welligen Kontur immer am Ende eines Druckanstieges ab (s. Abb. 8.88). Die Ablö-
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5 10 15 20
x/rth
0.001
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0.005
0.007
0.009
0.011
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glatt
wellig
wellig mit "dump" und "TEG"
Abb. 8.86.: Vulcain 2 „clean“ Gleichgewichtrealgasrechnung oh-
ne Ablösung (Expansion ins Vakuum) mit  A   
   



. Wanddruckverlauf. Glatte und wellige
„clean“-Kontur im Vergleich mit welliger Vulcain 2-
Kontur mit „dump“ und „TEG“ [136].
M
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3.47
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1.16
0.69
0.23
glatt
wellig
M
4.39
3.93
3.47
3.00
2.54
2.08
1.62
1.16
0.69
0.23
glatt
wellig
M
4.40
3.93
3.47
3.01
2.55
2.08
1.62
1.16
0.69
0.23
glatt
wellig
M
4.38
3.92
3.46
3.00
2.54
2.07
1.61
1.15
0.69
0.23
glatt
wellig
Abb. 8.87.: Vulcain 2 „clean“ Gleichgewichtrealgasrechnung.
Machisokonturen für  A



115.5 (oben links), 110
(unten links), 105 (oben rechts) und 95 (unten rechts).
sung liegt bei der welligen Kontur verglichen mit der glatten Kontur immer etwas weiter stromauf.
Der Ablösepunktabstand zwischen glatter und welliger Kontur nimmt bei abnehmendem Druck-
verhältnis ab. Ursache hierfür ist der starke Wanddruckgradient der glatten Kontur im vorderen
Teil der Düse. Je näher die Ablösung ans Düsenende heranrückt, desto empfindlicher ist sie auf
leichte Störungen. Die Thermalbelastung der Düsenwand hinter der Ablösung ist sehr groß. Wenn
die Strömung früher ablöst wird ein größerer Teil der Düsenwand hohen Temperaturen ausge-
setzt. Außerdem nimmt der Schub ab. Die Verminderung der Konturwelligkeit durch konstruktive
Maßnahmen in dem beim Bodenbetrieb interessierenden Bereich am Düsenende könnte also die
Thermalbelastung verringern und den Schub erhöhen.
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Abb. 8.88.: Vulcain 2 „clean“ Gleichgewichtrealgasrechnung.
Wanddruckverlauf (links) und x-Koordinate des Ab-
lösepunktes (rechts). „G“ (glatte Kontur) und „W“
(wellige Kontur).
8.6.3. Nachrechnung der vollen Vulcain 2-Konfiguration mit
chemischem Nichtgleichgewicht
Nachgerechnet wird der Test M201-06 vom 5. November 1999. Während dieses Tests wurde
der Brennkammerdruck nach dem „Hochfahren"120s lang konstant auf      	   gehalten. Al-
le hier verwendeten Meßdaten sind über  fl zeitlich gemittelt. Die Temperaturmeßfühler auf der
Kontur brauchen 20 bis 30s, bis die korrekte Wandtemperatur angezeigt wird. Die Druckauf-
nehmer reagieren innerhalb von Mikrosekunden. Der Brennkammerdruck ist  A    




	


,
und das Mischungsverhältnis ist

& 
	 
 
 
. Die Wanddruck- und Wandtemperaturmessungen
stammen von Meßaufnehmern bei den Umfangswinkeln
fi




und
fi



. Der Meßaufneh-
mer für den „dump“ Totaldruck war im Experiment übersteuert; der „dump“-Totaldruck wird zu



dump



	

 angenommen. Die „dump“-Totaltemperatur ist fi 

dump
 
    

ffi , und der
Massenstrom beträgt '



dump

 	   	

; 2

fl . Für die Abgase des Sauerstoffgasgenerators wur-
den  

TEG   
 




	
	


, fi


TEG   



	  
ffi und '



TEG   
 
  

; 2

fl gemessen; für
die Abgase des Wasserstoffgasgenerators wurden  

TEG  
 


	 	
	


, fi


TEG  

  

ffi
und '



TEG  
 
 		 	
; 2

fl gemessen. Als „TEG“-Mischungsverhältnis wurde
 
& 
 

  	
ermittelt.
Für das subsonische Flächenverhältnis   =2.2910 lassen sich mit dem Gordon/McBride-Programm
[53] Einströmdruck und -temperatur, Einströmmachzahl und die Massenbrüche berechnen zu  
   

  
	


, fi


 	  

ffi ,



    
,


"

  	 
 
 


,

 
"

       
 
  


,


"
 

  

   

,

 


  

 

 
 


,



   

 

 
  

7
,

 

 
 

 
 

7
und 

"


. Die
Prandtlzahl ist Pr    



. In der axialsymmetrischen Rechnung können die in Umfangsrichtung
verteilten Bohrungen der „dump“-Einströmung nicht simuliert werden. Die Einströmung wird da-
her durch einen Ringspalt mit gleicher Eintrittsfläche wie die Summe der Bohrungen simuliert.
Die „dump“ Einspritzlöcher sind der engste Querschnitt der „dump“-Strömung. Daher wird im
Einblasquerschnitt der kritische Zustand angenommen. Mit dem Gordon/McBride-Programm er-
geben sich  dump


dump

  	  	 	


fl ,

dump

    	

	

 und fi dump




 
ffi . Die
Gasgeneratorabgaseinblasung kann ebenfalls nicht über diskrete Öffnungen in Umfangsrichtung
erfolgen und wird daher über die gesamte Konturstufe vorgenommen. Die Zustandsgrößen der
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Abgase der beiden Gasgeneratoren werden mit dem Massenstrom gemittelt:
'

TEG
 '



TEG   
 
'



TEG  

      
; 2

fl (8.5)

TEG

'



TEG   



TEG   
 
'



TEG  



TEG  
'

TEG
 





	

 (8.6)
fi TEG

'



TEG    fi


TEG   
 
'



TEG   fi


TEG  
'

TEG

	

  

ffi
 (8.7)
Das Flächenverhältnis von „TEG“-Einströmfläche zu „TEG“-Düsenhalsfläche (Ringspalt der Brei-
te
  	
 ) ist 1.7053. Mit dem Gordon/McBride-Programm lassen sich dafür  TEG

  	

  
	


,
fi TEG

   
ffi ,  TEG

      
  
fl ,


"

 

	   
und  
"
 

 

 	   berechnen.
Die Umgebungsluft hat die Molmasse

 
 


 

   
 
    
 



; 2

;

G
. Damit
ergeben sich die Molenbrüche zu  
 
"



 



"




 
"



"


      
und  

"

 

 
 
"

 	 

und die Massenbrüche zu 
 
"

  	  

und 

"

     
. Für den Umgebungs-
zustand  amb

 
	

 und fi amb




ffi folgt ffi amb


amb



 
fi amb


 
 



; 2
  7
.
Um die Wandtemperatur stromab der Ablösestelle untersuchen zu können, wird außerdem eine
Rechnung mit  A



	

 beim selben Mischungsverhältnis durchgeführt. Bei diesem Brennkam-
merdruck löst die Strömung deutlich vor dem Düsenende ab. Das Gordon/McBride-Programm gibt
hierfür  

 	  


	


, fi


 	 	  
ffi ,



    
,


"

  	

	
 
 


,

 
"

 

 
  
 


,


"
 

  

  	   
,

 


  
 
  


,



   


 
 

7
,

 


  


 
 

7
und 

"


. Die
Prandtlzahl ist Pr    

	
. „dump“- und „TEG“-Einströmung werden nicht verändert.
Am Brennkammer-, „dump“- und „TEG“-Einströmrand werden alle Strömungsgrößen vorgeschrie-
ben; im Gegensatz zu allen vorangegangenen Düsenrechnungen wird kein Kastenprofil sondern
das 1/7-Geschwindigkeitsprofil (s. Gl. 7.20) angesetzt. Zwischen Brennkammer- und „TEG“-
Einströmrand wird die Wandtemperatur vorgeschrieben; die Wände werden als nichtkatalytisch
behandelt. Stromab des „TEG“-Einströmrandes wird bei der vollfließenden Düse ( A      	   )
eine adiabate, nichtkatalytische Wand angenommen; bei der abgelösten Düsenströmung (Brenn-
kammerdruck


	

 ) werden die katalytische und die nichtkatalytische Wand miteindander vergli-
chen. Alle Wände haben die dimensionslose Wandrauhigkeit ; DF   . Am Ausströmrand werden
alle Zustandsgrößen extrapoliert.
Das „TEG“-Gasgeneratorabgas ist im chemischen Gleichgewicht. Die Einströmung besteht zu et-
wa gleichen Teilen aus Wasserdampf und Wasserstoff. Da keine dissozierten Moleküle vorliegen,
macht es keinen Unterschied, ob die Wand stromab der „TEG“-Einblasung als katalytisch oder
nichtkatalytisch behandelt wird. In der Ablösezone wird das Gas jedoch so heiß, daß einatomi-
ger Wasserstoff und Sauerstoff vorkommen. Um die Größenordnung der Wandkatalyzität auf die
Wandtemperatur abzuschätzen, wird bei der Rechnung mit  A 


	

 und katalytischer Wand für
6
und

ein Rekombinationskoeffizient von   angenommen. Wenn ein Mol atomarer Wasserstoff
6
rekombiniert, entsteht ein halbes Mol molekularer Wasserstoff 6  :


 


 



 

"
 
 (8.8)
oder:
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Analog gilt:
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Die Konzentrationsgradienten von 6 und

werden mit Gleichung 4.10 berechnet.
Die turbulenten Einströmgrößen in der Brennkammer sind umbekannt. Für den Brennkammer-
einströmrand wird  H       und  !
H 
!



 


angenommen. Für „dump“- und „TEG“-
Einströmung wird ; dump TEG

;
 und * dump TEG

*  angesetzt. Am Fernfeldrand wird
laminare Einströmung mit
 H
amb

 




und  !
H 
!

amb

 




vorgeschrieben.
Am Fernfeldrand wird zunächst die isentrope, isenthalpe Randbedingung aus Abschnitt 4.3.3 mit


 

angesetzt. Diese Randbedingung prägt zwar den Umgebungsdruck korrekt auf, das be-
rechnete Strömungsbild bleibt aber sehr unruhig (s. Abb. 8.89). Die Luft aus der Umgebung wird
M: 0.24 1.22 2.20 3.18 4.16
Abb. 8.89.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A



  

. Kompressibilitätskorrektur nach Wilcox. Gro-
bes Rechennetz. Isentrope, isenthalpe Einströmung
am Fernfeldrand. Machzahlisokonturen.
nicht in einer sauberen und glatten Strömung angesogen. Nichtgleichgewichtrechnungen der Vul-
cain 2-Konfiguration von Steelant [137] zeigen ein ähnliches Verhalten. Um Aussagen über die
Thermalbelastung der Düsenkontur stromab der Ablöselinie machen zu können, muß garantiert
werden, daß die Einströmung aus der Umgebung in die Düse stationär ist.
Eine Möglichkeit zur Stabilisierung der Einströmung ist das Aufbringen einer Volumenkraft. Hier-
zu wird auf der „rechten Seite“ (s. Gl. 5.10) ein zusätzlicher Quellterm:
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zu den Grundströmungsgleichungen hinzugefügt. Auf der „linken Seite“ muß analog auch die
Jacobi-Matrix des Quellterms:
(


( 

 >
 






    
1

   
1

   
1

   
    







(8.12)
hinzuaddiert werden. Die Volumenkraft wird in den hier präsentierten Rechnungen im Gebiet
	 



.



  
 ( . gemessen ab Düsenhals, Ausströmrand bei .        ) aufge-
bracht. Die Länge der „Beschleunigungsstrecke“ ist       	

. Am Ausströmrand soll die
Strömung zweifache Schallgeschwindigkeit besitzen. Die erzwungene Überschallausströmung
am Ausströmrand verhindert zuverlässig ein Stromaufwandern von Störungen vom Ausströmrand.
146
8.6. Vulcain 2
Die Schallgeschwindigkeit in der Umgebung ist ungefähr     
 
fl . Aus
 

1

 

 folgt
die für das Erreichen der zweifachen Schallgeschwindigkeit nötige Beschleunigung
1




 


    
 
fl
 ( 1   1    ). 1 



 werden mit 




ref dimensionslos gemacht. Am Fernfeldrand
wird im Gebiet .  	  
 
weiterhin die isentrope, isenthalpe Randbedingung aus Abschnitt
4.3.3 mit    	

angesetzt. Für .
 
	  
 
wird eine „slip“-Wand vorgeschrieben; die „slip“-
Wand Randbedingung ist identisch mit der Symmetrierandbedingung aus Abschnitt 4.5. Die hier
beschriebene Kombination von Randbedingungen ist vergleichbar mit einem Diffusor. Die Düsen-
strömung wird abgesaugt, aus der Umgebung wird Luft angesogen (s. Abb. 8.90). Die Einströmung
x=6.8m
Abb. 8.90.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A



  

, nichtkatalytische Wand. Feines Rechennetz.
Erweiterte Kompressibilitätskorrektur. Volumenkraft
für .
 
	   


. Machzahl
 (oben) und statischer
Druck

  


(unten).
aus der Umgebung ist wie erwartet glatt. Obwohl die Strömung auf Überschallgeschwindigkeit
beschleunigt wird, fällt der statische Druck in der Beschleunigungsstrecke nur leicht ab. Fraglich
bleibt, ob der hier gewählte Ansatz ein stationäres Strömungsfeld liefern kann. Da die Strömung
am Ausströmrand im Überschall ist, wird der statische Druck in der Umgebung alleine vom Fern-
feldeinströmrand bestimmt. Abbildung 8.91 läßt erkennen, daß die Einströmung am Fernfeldrand
nicht stationär ist. Ursache hierfür kann sein, daß die Rechnung noch nicht konvergiert ist. Um
Rechenzeit zu sparen, sollte auf einem möglichst groben Netz überprüft werden, ob Geschwin-
digkeit und Druck am Fernfeldrand für die hier vorgestellte Randbedingungskombination einen
asymptotischen Wert anstreben.
Die Grundströmungsgleichungen werden mit dem symmetrischen TVD-Schema diskretisiert; Tur-
bulenz- und Speziesgleichungen werden mit dem zweiter Ordnung genauen Larrouturou-Schema
(s. Abs. 3.7.3) diskretisiert. Um den Rechenzeitbedarf zu verringern, wird auf der „linken Seite“
die vollständige Dissipationsmatrix (s. Abs. 5.2) verwendet.
Es wird auf zwei Rechennetzen gerechnet. In Längsrichtung hat das grobe Rechennetz 70 Zellen
vor der „dump“ Einblasung, 16 Zellen zwischen „dump“- und „TEG“-Einblasung und 70 Zellen
zwischen „TEG“-Einblasung und Düsenende (s. Abb. 8.92). Vor der „dump“-Einblasung hat das
Rechennetz 46 Zellen in radialer Richtung. Die Konturstufe an der „dump“-Einblasung hat 32
Zellen in radialer Richtung, die „dump“-Einblasung selber hat 16 Zellen in radialer Richtung.
Die „TEG“-Einblasung hat 32 Zellen in radialer Richtung. Das grobe Rechennetz hat insgesamt
25268 Zellen. Das feine Netz ist in beiden Raumrichtungen doppelt so fein. Beide Rechennetze
erstrecken sich um das 20fache des Düsenaustrittsradius in Längsrichtung und um das 2.5fache
des Düsenaustrittsradius in radialer Richtung.
Rechnungen mit globalem Zeitschritt sind nur für CFL<50 stabil. Wegen der extrem schmalen
Wandzellen bedingt dies einen sehr kleinen, globalen Zeitschritt

ff
, und die erwartete Rechen-
147
8. Düsenrechnungen
0 2000 4000 6000 8000
n
0.90
0.91
0.92
0.93
p in
flo
w/p
a
0 2000 4000 6000 8000
n
−100
−50
0
50
100
v i
nf
lo
w 
[m
/s]
vx
vr
Abb. 8.91.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A



  

. Feines Rechennetz. Erweiterte Kompressibili-
tätskorrektur. Volumenkraft für .
 
	 
 
. Stati-
scher Druck (links) und Einströmgeschwindigkeiten
(rechts) am Fernfeldeinströmrand. Diese Größen sind
über den Einströmrand mit der Fläche gemittelt.
Abb. 8.92.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung. Grobes Re-
chennetz. Gesamtansicht Düse (nur jede zweite Netz-
linie ist dargestellt) (links), Detail „dump“ (rechts
oben), Detail „TEG“ (rechts unten).
zeit auf einer SGI Octane beträgt Monate. Die Rechnung läßt sich durch Anwendung des loka-
len CFL-Kriterium stabilisieren und beschleunigen. Numerische Untersuchungen zeigen, daß das
Rechenverfahren bei einem Unterrelaxationsfaktor von 0.5 bis zu einer lokalen CFL-Zahl von ma-
ximal 1 stabil läuft. Der restriktive Zeitschritt wird durch die Speziesgleichungen bedingt. Ein
langsameres Integrieren der Speziesgleichungen gegenüber den Grundströmungs- und Turbulenz-
gleichungen verringert den Rechenzeitbedarf nicht. Ebensowenig hilft ein langsameres Integrieren
nur der Speziesproduktionsterme. Eine Koppelung des lokalen Zeitschrittes der Speziesgleichun-
gen an das lokale Residuum blieb erfolglos. Bei Verwendung der lokalen CFL-Zahl kommt die
Umgebung nicht zur Ruhe. Die Zellen und damit der lokale, tatsächliche Zeitschritt in der Um-
gebung sind verglichen mit dem übrigen Rechengebiet zu groß (s. Abb. 8.93). Durch Limitierung
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∆t u
∞
/Lref: 0.0194 0.0971 0.1748 0.2525 0.3302 ∆t u∞/Lref: 0.0000 0.0021 0.0042 0.0063 0.0084
Abb. 8.93.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A



  

. Erweiterte Kompressibilitätskorrektur. Vo-
lumenkraft für .
 
	   
 
. Feines Rechen-
netz. CFL    . Isokonturen des dimensions-
losen, lokalen Zeitschritts. Keine Beschränkung
(links) und Beschränkung des lokalen Zeitschritts mit
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ff
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ref
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max

     (rechts).
des lokalen Zeitschritts auf 

ff
 


ref

max

    
wird die Umgebung trotz der Einführung
des lokalen CFL-Kriteriums mit einem räumlich konstanten Zeitschritt gerechnet.
Die )  -Korrektur (s. Abs. 3.6.2) ist in Abbildung 8.94 dargestellt. Wie erwartet fügt die )  -
ε(ξ)/U: 0.00 0.11 0.21 0.32 0.42 0.53 0.63 0.74 0.84 0.95 ε(ζ)/W: 0.00 0.11 0.21 0.32 0.42 0.53 0.63 0.74 0.84 0.95
Abb. 8.94.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A
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
. Erweiterte Kompressibilitätskorrektur. Volu-
menkraft für .
 
	   


. Feines Rechennetz.
Isokonturen der )  -Korrektur in ( - (links) und * -
Richtung (rechts).
Korrektur besonders an Stößen in großen Maßen numerische Diffusion zur Stabilisierung der
Rechnung hinzu. Um die Stabilität des Verfahrens trotz Verwendung der vollständigen Dissi-
pationsmatrix auf der „linken Seite“ zu gewährleisten, wird die )  -Korrektur der „rechten Seite“
gespeichert und auf der „linken Seite“ weiterverwendet.
Zunächst wird das Druckverhältnis 125 untersucht. Erste Rechnungen auf dem groben Rechennetz
mit erster Ordnung genauer Diskretisierung (s. Abs. 3.7.1) der konvektiven Flüsse der Turbulenz-
und Speziesgleichungen zeigen, daß die nichtkatalytische, adiabate Wandtemperatur stromab der
„TEG“-Einblasung deutlich unterhalb der im Experiment bestimmten Verteilung liegt (s. Abb.
8.95). Im Experiment bricht der Kühlfilm bei .   th 
   

zusammen, in der Nachrechnung
erfolgt der Wandtemperaturanstieg erst bei .


th

 

. Durch die zweiter Ordnung genaue Dis-
kretisierung der konvektiven Flüsse der Turbulenz- und Speziesgleichungen mit dem Larrouturou-
Schema (s. Abs. 3.7.3) ändert sich das Bild nicht. Dreidimensionale Nachrechnungen der Vulcain
2-Konfiguration [138] zeigen, daß der nichtaxialsymmetrische „TEG“-Kühlfilm sehr viel früher
zusammenbricht als der hypothetisch axialsymmetrische; infolgedessen steigt die Thermalbela-
stung der Wand sehr viel früher an.
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Abb. 8.95.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A
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  

. Kompressibilitätskorrektur nach Wilcox. Gro-
bes Rechennetz. Wanddruckverlauf (links) und
Wandtemperatur (rechts). Vergleich der Turbulenz-
diskretisierung.
Die Kühlfilmvorhersage ist abhängig vom gewählten Turbulenzmodell (s. Abb. 8.96). Wiederum
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Abb. 8.96.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A



  

. Grobes Rechennetz. Wanddruckverlauf (links)
und Wandtemperatur (rechts). Kompressibilitätskor-
rektur nach Wilcox (  H 
      ), modifizierte Kom-
pressibilitätskorrektur nach Wilcox (  H 
     ) und
„realizability“-Korrektur mit
 


 

,
 

 

und    .
auf dem groben Netz und mit Larrouturou-Schema für die Turbulenz- und Speziesgleichungen
kann gezeigt werden, daß durch Verringerung der Turbulenzdämpfung durch die Kompressibili-
tätskorrektur von Wilcox (in diesem Falle durch Anhebung der Schranke  H 
 von 0.25 auf 0.5) die
turbulente Durchmischung erhöht und damit auch der durch den Zusammenbruch des Kühlfilms
bedingte Wandtemperaturanstieg stromauf verschoben werden kann. Die turbulente Machzahl in
der Scherschicht zwischen Kühlfilm und Düsenkernströmung liegt in der Rechnung nirgendwo
über 0.5. Ein weiteres Anheben von  H 
 bleibt daher ohne Auswirkung auf die Wandtempera-
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turverteilung; eine Rechnung ganz ohne Kompressibilitätskorrektur würde identische Ergebnisse
liefern. Entweder der frühe und steile Wandtemperaturanstieg im Experiment wird nicht nur durch
die turbulente Durchmischung, sondern auch wesentlich durch dreidimensionale Effekte (Längs-
wirbel, o.ä.) verursacht, oder das verwendete Turbulenzmodell und die verwendeten Randbedin-
gungen sind unzulänglich für das untersuchte Strömungsproblem. Die „realizability“-Korrektur
mit angepaßten Konstanten (  
 
 

,
 

 

und    ) dämpft die Turbulenzproduktion an
der Scherung zwischen Kühlfilm und Düsenkernströmung deutlich zu stark. Der Wandtemperatur-
anstieg erfolgt erst sehr spät und ist sehr flach.
Bei Verwendung der Kompressibilitätskorrektur von Wilcox wird an der Strahlgrenze sehr viel
turbulente Viskosität produziert (s. Abb. 8.97). Dies mag eine Schwäche des Turbulenzmodells
µT/µ: 0 3684 7368 µT/µ: 0 3684 7368
Abb. 8.97.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A



  

. Grobes Rechennetz. Isentrope, isenthalpe
Einströmung am Fernfeldrand. Turbulente Visko-
sität !
H

!
. Kompressibilitätskorrektur nach Wil-
cox (links) und erweiterte Kompressibilitätskorrektur
(rechts).
oder ungünstig gewählter Einströmturbulenzgrößen am Fernfeldeinströmrand sein (s. Abs. 7.2.2).
Vielleicht handelt es sich auch um eine ungewollte Koppelung der Spezies- und der Turbulenz-
gleichungen. Die hohe turbulente Viskosität in der Umgebung führt dazu, daß die Strömung in der
Umgebung von den viskosen anstatt von den konvektiven Flüssen dominiert wird. Dies ist unphy-
sikalisch und verhindert die Ausbildung einer sauberen Einströmung von Umgebungsluft; Gebiete
großer turbulenter Viskosität werden nicht zum Ausströmrand konvektiert und verbleiben im Re-
chengebiet, wo sie unglücklicherweise noch verstärkt werden (s. Anhang F.8). Um die turbulente
Viskosität an der Strahlgrenze und in der Umgebung zu dämpfen, wird die Kompressibilitätkor-
rektur von Wilcox (s. Gl. 2.33) erweitert:
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mit  !
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  
und  !
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

   
. Die erweiterte Kompressibilitätskorrektur senkt
die turbulente Viskosität an der Strahlgrenze bei Überschreitung von ! H  !     wirkungsvoll
ab (s. Abb. 8.97). Die turbulente Viskosität ! H  ! in den Grenzschichten und an der Scherung
zwischen Düsenhauptströmung und Kühlfilm ist kleiner als 2000 und wird nicht gedämpft. Wenn
die Simulation nun fortgesetzt wird, schwimmen die Gebiete großer turbulenter Viskosität stromab.
Nun werden auf dem groben und auf dem feinen Netz mit erweiterter Kompressibilitätskorrektur,
Volumenkraft zur Stabilisierung der Einströmung und zweiter Ordnung genauem Larrouturou-
Schema für die Diskretisierung der konvektiven Flüsse der Turbulenz- und Speziesgleichungen,
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Rechnungen für die Druckverhältnisse 90 und 125 durchgeführt. Die Wand stromab der „TEG“-
Einblasung wird beim Druckverhältnis 125 als nichtkatalytisch adiabat und beim Druckverhältnis
90 als nichtkatalytisch und katalytisch adiabat behandelt. Experimentelle Daten für das Druckver-
hältnis 90 liegen nicht vor. Der Ablösepunkt beim Druckverhältnis 125 liegt in der Nachrechnung
in Übereinstimmung mit dem Experiment am Düsenende (s. Abb. 8.98, 8.99). Beim Druckver-
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Abb. 8.98.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung. Erweiterte
Kompressibilitätskorrektur. Volumenkraft für .
 
	 


. Wanddruckverlauf (links) und Wandtempe-
ratur (rechts). Grobes Rechennetz (gestrichelte Lini-
en) und feines Rechennetz (durchgezogene Linien).
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Abb. 8.99.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung. Erweiterte
Kompressibilitätskorrektur. Volumenkraft für .
 
	 
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
. Reibungsbeiwert. Grobes Rechennetz (ge-
strichelte Linien) und feines Rechennetz (durchgezo-
gene Linien).
hältnis 90 ist die Position des Ablösepunktes von der Wandbehandlung unabhängig; stromab der
Ablösung weist der Wanddruckverlauf starke Oszillationen auf (s. Abb. 8.98). Die Rechnungen
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sind offensichtlich noch nicht konvergiert oder es existiert keine zeitlich gemittelte, stationäre Lö-
sung. Die Oszillationen finden sich in erster Linie im Druckfeld, nur schwach im Temperaturfeld
(s. Abb. 8.98), nicht aber im Geschwindigkeitsfeld (s. Abb. 8.99). Die  A        Lösung zeigt
ab .


th

  

einen starken Anstieg der Wandtemperatur. Die Strömung wird durch den Ab-
lösestoß verdichtet und erhitzt. Bei der Lösung auf dem feinen Netz fällt ein leichter Abfall der
Wandtemperatur sehr dicht am Konturende auf. Der Reibungsbeiwert ist dort kleiner Null und
die Wand wird offensichtlich durch angesogene Umgebungsluft gekühlt. Die Wandtemperatur
stromab der Ablösung beim Druckverhältnis 90 ist bei der nichtkatalytischen Wand wider Erwar-
ten deutlich höher als bei der katalytischen Wand. Ob dieses Ergebnis belastbar ist, kann an dieser
Stelle nicht entschieden werden, da nicht klar ist, ob die Lösungen stationär und auskonvergiert
sind.
Obwohl sich die Zustandsgrößen in Wandnähe nur unmerklich ändern, hat die Netzverfeinerung
doch einen Einfluß auf das wandferne Strömungsbild (s. Abb. 8.100). Die interne Kompressions-
M: 0.25 1.48 2.71 3.95 M: 0.25 1.48 2.71 3.95
M: 0.25 1.49 2.72 3.96
Abb. 8.100.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung. Erweiter-
te Kompressibilitätskorrektur. Volumenkraft für
.
 
	 


. Machzahlisokonturen. katalytische
Wand (links) und nichtkatalytische Wand (rechts).

A

 


 (oben) und  A         (unten). Bei je-
dem Plot: Feines Netz (oben), grobes Netz (unten).
welle ist auf dem groben Netz nicht aufgelöst. Auf dem feinen Netz wird sie sichtbar. Auch der
Reflektionspunkt, die reflektierte Kompressionswelle und ihre Wechselwirkung mit dem starken
Stoß werden sichtbar. Beim Druckverhältnis 90 ist der starke Stoß in Achsnähe stromab gewölbt,
beim Druckverhältnis 125 ist er stromauf gewölbt; hinter dem stromauf gewölbten, starken Stoß
findet sich in Analogie zum (ebenfalls stromauf gewölbten) Kappenstoßmuster ein Rückströmwir-
bel (s. Abb. 8.101).
Die Ansaugung von Umgebungsluft ist gleichmäßig und glatt (s. Abb. 8.102). Die Temperatur an
der Strahlgrenze, dort wo die Düsenströmung in Kontakt zur Umgebungsluft tritt, steigt durch die
Nachverbrennung deutlich an. Ein kleines Stück stromab des Düsenaustritts ist die Strömung an
der Strahlgrenze trotz der verschiedenen, stabilisierenden Maßnahmen instationär.
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Abb. 8.101.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A
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, nichtkatalytische Wand. Feines Rechennetz.
Erweiterte Kompressibilitätskorrektur. Volumen-
kraft für .
 
	 
 
. Statischer Druck
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
. Ver-
größerung der Machscheibe an der Achse.
M: 0.25 1.49 2.72 3.96 T: 460 1262 2063 2864
Abb. 8.102.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A
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, nichtkatalytische Wand. Feines Rechennetz.
Erweiterte Kompressibilitätskorrektur. Volumen-
kraft für .
 
	  
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
. Machzahl (links) und Tem-
peratur (rechts).
Die turbulente Viskosität an der Strahlgrenze ist sehr groß; sie sorgt für eine gute Vermischung der
Umgebungsluft mit der Düsenströmung und verstärkt damit die Nachverbrennung (s. Abb. 8.103).
µT/µ: 571 3998 7424 10851 MT: 0.07 0.40 0.74 1.07
Abb. 8.103.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A
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, nichtkatalytische Wand. Feines Rechennetz.
Erweiterte Kompressibilitätskorrektur. Volumen-
kraft für .
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. Turbulente Viskosität !
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(links) und turbulente Machzahl  H (rechts).
Die Nachverbrennungszone wird ausgeweitet. Im Gegensatz zur turbulenten Viskosität hat die tur-
bulente Machzahl ihr Maximum hinter dem starken Stoß. Dies bedeutet, daß die hohe turbulente
Viskosität an der Strahlgrenze durch sehr kleine Werte der turbulenten Dissipation * verursacht
wird. Die Frage, ob das verwendete Turbulenzmodell bei einem dermaßen weit auseinanderklaf-
fenden Verhältnis von turbulenter kinetischer Energie zur Dissipation noch aussagekräftige Vor-
hersagen machen kann, bleibt ungeklärt.
Im Pseudo-Schlierenbild (s. Abb. 8.104) ist die interne Kompressionswelle gut ausmachbar. Von
der „dump“-Einblasung geht eine leichte Störung ab. Der Einflußbereich der Nachverbrennung
ist gut erkennbar. In der Auftragung der Wirbelstärke sind die verschiedenen Scherschichten, die
Düsengrenzschicht, die Scherung am Kühlfilm und die Scherung an der Strahlgrenze gut sichtbar.
Vom Tripelpunkt, den starker Stoß und reflektierte interne Kompressionswelle bilden, gehen drei
Fäden geringer Wirbelstärke aus.
154
8.6. Vulcain 2
Abb. 8.104.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A



  

, nichtkatalytische Wand. Feines Rechennetz.
Erweiterte Kompressibilitätskorrektur. Volumen-
kraft für .
 
	 
 
. Pseudo-Schlierenbild (links)
und „vorticity“-Isokonturen (rechts).
Die Düsenkernströmung besteht zum größten Teil aus gasförmigem 6 

und zu einem sehr gerin-
gen Teil aus Wasserstoff (s. Abb. 8.105 und 8.106). Im starken Stoß steigen Druck und Temperatur
H2: 0.05 0.33 0.62 0.90 H: 0.00 0.03 0.06 0.08
O2: 0.01 0.08 0.15 0.21 O: 0.00 0.01 0.01 0.02
H2O: 0.04 0.29 0.55 0.80 OH: 0.00 0.03 0.06 0.08
N2: 0.04 0.25 0.47 0.69 γ: 1.20 1.26 1.32 1.38
Abb. 8.105.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A



  

, nichtkatalytische Wand. Feines Rechennetz.
Erweiterte Kompressibilitätskorrektur. Volumen-
kraft für .
 
	 


. Molenbrüche 6  (oben
links),   , 6   , 3  (unten links), 6 (oben rechts),

,

6
und Isentropenexponent  (unten rechts).
stark an. Ein Teil der 6 

-Moleküle dissoziert. Die chemischen Reaktionen verlaufen sehr rasch;
ihr Gradient kann auf dem verwendeten Rechennetz nicht aufgelöst werden. Stromab des starken
Stoßes wird die Strömung wieder beschleunigt, die Temperatur fällt, und der 6 

-Anteil nimmt
langsam wieder zu. Kurz nach Passieren des Düsenhalses (ab .    ?        ) bleibt die Zusam-
mensetzung des Gases beinahe konstant. Alle Radikale verschwinden und der Sauerstoff wird
vollständig verbrannt. Da die Temperatur der Strömung bei der Expansion in der Düse stromab
des Düsenhalses jedoch weiter fällt, bleibt der Isentropenexponent nicht konstant und steigt von

 	  

auf   	   . Im Reflektionspunkt der internen Kompressionswelle steigt die Temperatur
wieder an, und der Isentropenexponent fällt erneut auf    	 und wächst bis zum starken Stoß
wieder auf    

an. Beim Durchgang durch den starken Stoß fällt der Isentropenexponent auf

 	   
. Beim Passieren des Reflektionspunktes der internen Kompressionswelle bleiben die Mo-
lenbrüche unverändert. Die Modellierung des Betriebsgases durch die ideale Gasgleichung mit
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8. Düsenrechnungen
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Abb. 8.106.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A

 

  

. Feines Rechennetz. Erweiterte Kompressi-
bilitätskorrektur. Volumenkraft für .
 
	   
 
.
Isentropenexponent  (links) und Molenbrüche    
(rechts) auf der Achse.
angepaßtem Isentropenexponenten ist offensichtlich nur eine grobe Approximation der tatsächli-
chen Gaseigenschaften. Der inerte Umgebungsstickstoff wird nur durch die Diffusion mit dem
Düsenstrahl vermischt. Die Tiefe seines Eindringens in die Düsenströmung ist ein weiterer, guter
Indikator für die turbulente Durchmischung an der Strahlgrenze. Der Luftsauerstoff dringt nicht so
weit in den Düsenstrahl ein wie der Stickstoff; er wird durch die hohe Temperatur der Strahlgrenze
dissoziert und verbrennt mit dem ebenfalls dissozierten Wasserstoff des Kühlfilms zu 6 

und

6
. Besonders hohe Konzentrationen der Radikale

,
6
und

6
finden sich stromab des star-
ken Stoßes. Die Temperatur ist hier hoch und der Druck   	  	   . Obwohl die Temperatur in der
Brennkammer sogar noch geringfügig höher ist, sind die Konzentrationen der Radikale geringer,
da der Druck sehr viel höher ist (      	   ). Verglichen mit den maximalen Konzentrationen
der Moleküle sind die maximalen Konzentrationen der Radikale beinahe zu vernachlässigen. Der
Isentropenexponent  variiert im gesamtem Einflußgebiet der Düsenströmung. In der Umgebung
ist er   

, im Kühlfilm ist er   	 

und an der Strahlgrenze   	   .
Der statische Druck der „dump“-Einblasung liegt deutlich über dem statischen Druck der Um-
gebung (s. Abb. 8.107). Die Einströmung wird daher stark expandiert und beschleunigt (s. Abb.
log10(p): 3.72 4.90 6.08
Abb. 8.107.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A

 

  

, nichtkatalytische Wand. Feines Rechennetz.
Erweiterte Kompressibilitätskorrektur. Volumen-
kraft für .
 
	 


. Statischer Druck

  


. Ver-
größerung am „dump“-Einströmrand.
8.108) und kühlt stark ab. Da im Einströmquerschnitt bereits der kritische Zustand vorliegt, ist die
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8.6. Vulcain 2
M: 0.00 1.11 2.21 T: 460 1582 2704 H2: 0.05 0.38 0.71 H2O: 0.04 0.34 0.63
Abb. 8.108.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A



  

, nichtkatalytische Wand. Feines Rechennetz.
Erweiterte Kompressibilitätskorrektur. Volumen-
kraft für .
 
	  
 
. Machzahl (links), Tempe-
ratur, Molenbrüche 6  und 6 
 (rechts). Vergrö-
ßerung am „dump“-Einströmrand.
gesamte „dump“-Einströmung im Überschall. Die „dump“-Einblasung hat gegenüber der Kern-
strömung einen sehr hohen Wasserstoffgehalt.
Die Einströmung am „TEG“-Einströmrand ist in Druck und Geschwindigkeit besser an die Kern-
strömung angepaßt als die „dump“-Einströmung (s. Abb. 8.109). Die Stromlinien laufen nahe-
M: 0.25 1.45 2.64 T: 300 926 1553 H2: 0.05 0.38 0.71 H2O: 0.04 0.34 0.63
Abb. 8.109.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A



  

, nichtkatalytische Wand. Feines Rechennetz.
Erweiterte Kompressibilitätskorrektur. Volumen-
kraft für .
 
	  


. Machzahl (links), Tempe-
ratur , Molenbrüche 6  und 6 


(rechts). Vergrö-
ßerung am „TEG“-Einströmrand.
zu wandparallel. Obwohl der Wasserstoffgehalt der „TEG“-Einblasung deutlich unter dem der
„dump“-Einblasung liegt, muß festgehalten werden, daß der hohe Wasserstoffanteil des Kühlfilmes
in starkem Maße für die hohen Temperaturen in der Nachverbrennungszone stromab der Ablösung
verantwortlich ist. Der Brennstoffüberschuß der Kernströmung alleine würde in der Nachrechnung
keine derart hohen Nachverbrennungstemperaturen beim Kontakt mit dem Sauerstoff der Umge-
bungsluft bedingen.
Eine Darstellung der Machzahlverteilung für das Druckverhältnis 90 bei Annahme einer vollka-
talytischen Wand stromab der „TEG“-Einblasung findet sich in Abbildung 8.110. Die Umge-
bungsluft wird sauber in die Düse eingesogen. Nach Durchgang durch den starken Stoß fließt die
Strömung ohne Richtungsumkehr in Richtung des Ausströmrandes. Die Temperatur der eingeso-
genen Umgebungsluft steigt bereits vor Kontakt mit der Düsenkernströmung stark an. Dies kann
nur durch einen sehr starken diffusiven Transport erklärt werden. Der Wasserstoff der Düsenströ-
mung muß entgegen der Strömungsrichtung der einströmenden Umgebungsluft diffundieren, um
in der Einströmung mit dem angesogenen Luftsauerstoff zu verbrennen.
Die turbulente Viskosität am Strahlrand ist sehr groß (s. Abb. 8.111). Dies erklärt den starken diffu-
siven Transport im Rückströmgebiet am Düsenende. Die Lösung ist nicht stationär. Ballen großer
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8. Düsenrechnungen
M: 0.25 1.48 2.71 3.95 T: 458 1249 2040 2831
Abb. 8.110.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A

 



, katalytische Wand. Feines Rechennetz. Erwei-
terte Kompressibilitätskorrektur. Volumenkraft für
.
 
	 
 
. Machzahl (links) und Temperatur
(rechts).
µT/µ: 511 3578 6645 9712 MT: 0.07 0.40 0.74 1.08
Abb. 8.111.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A

 



, katalytische Wand. Feines Rechennetz. Erwei-
terte Kompressibilitätskorrektur. Volumenkraft für
.
 
	   
 
. Turbulente Viskosität !
H 
! (links)
und turbulente Machzahl 
H (rechts).
turbulenter Viskosität schwimmen am Strahlrand stromab. Da auch hier die turbulente Machzahl in
den Gebieten sehr großer turbulenter Viskosität gering ist, muß auch hier die turbulente Dissipation
im Verhältnis zur turbulenten kinetischen Energie sehr klein sein.
Das Pseudo-Schlierenbild und der Wirbelstärkeplot (s. Abb. 8.112) ähneln sehr ihren Gegen-
stücken für das Druckverhältnis 125. Alleine der Rezirkulationswirbel stromab des starken Stoßes
Abb. 8.112.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A

 



, katalytische Wand. Feines Rechennetz. Er-
weiterte Kompressibilitätskorrektur. Volumenkraft
für .
 
	   


. Pseudo-Schlierenbild (links) und
„vorticity“-Isokonturen (rechts).
an der Achse fehlt.
Der Wasserstoff der Düsenströmung wird durch die große turbulente Viskosität gegen die Rückströ-
mung der Umgebungsluft transportiert und verbrennt mit dem Sauerstoff der eingesogenen Umge-
bungsluft unter Bildung von 6 
 (s. Abb. 8.113). Der Luftstickstoff wird von der Rückströmung
in die Düse hineintransportiert und von der Düsenströmung mitgerissen, bis er nach starker, turbu-
lenter Vermischung an der Strahlgrenze den Ausströmrand erreicht.
Die Lage des starken Stoßes und des Reflektionspunktes der internen Kompressionswelle sowie
die Größe des Rückströmgebietes stromab des starken Stoßes bei der  A



  

Lösung sind
gut in der Machzahlverteilung auf der Achse erkennbar (s. Abb. 8.114). Der statische Druck hinter
dem starken Stoß ist bei  A



  

ungefähr  	

	

 und bei  A





ungefähr  	 

	


.
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8.6. Vulcain 2
H2: 0.05 0.33 0.62 0.90 H: 0.00 0.02 0.05 0.07
O2: 0.01 0.08 0.15 0.21 O: 0.00 0.01 0.01 0.02
H2O: 0.04 0.29 0.54 0.80 OH: 0.00 0.03 0.06 0.08
N2: 0.04 0.25 0.47 0.69 γ: 1.20 1.26 1.32 1.38
Abb. 8.113.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung.  A
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, katalytische Wand. Feines Rechennetz. Erwei-
terte Kompressibilitätskorrektur. Volumenkraft für
.
 
	  


. Molenbrüche 6  (oben links),   ,
6


,
3
 (unten links), 6 (oben rechts),  ,  6 und
Isentropenexponent  (unten rechts).
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Abb. 8.114.: Vulcain 2 Nichtgleichgewichtrechnung. Feines Re-
chennetz. Erweiterte Kompressibilitätskorrektur.
Volumenkraft für .
 
	  


. Vorzeichenbehaf-
tete Machzahl (links) und statischer Druck (rechts)
auf der Achse.
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9. Zusammenfassung und Diskussion
In dieser Arbeit wird ein numerisches Verfahren für die Berechnung abgelöster Düsenströmungen
beschrieben. Anhand mehrerer Testfälle, die Teilprobleme der abgelösten Düsenströmung behan-
deln, werden die am besten geeigneten numerischen Methoden ausgewählt. Von den verschiedenen
Diskretisierungen für die konvektiven Flüsse der Grundgleichungen erscheinen das symmetrische
und das „upwind“ TVD-Schema von Yee und Harten [59] am besten geeignet. Um Netzkonver-
genz zu erzielen, müssen auch die Turbulenz- und Speziesgleichungen zweiter Ordnung genau
diskretisiert werden. Dies gelingt am besten mit dem Larrouturou-Schema [33]. Das Ersetzen der
Flußdifferenzen in Umfangsrichtung spart Rechenzeit und beeinflußt nicht das Rechenergebnis.
Die Fernfeld- und Ausströmrandbedingungen haben einen großen Einfluß auf das Konvergenzver-
halten des Verfahrens und die Lösung. Von den untersuchten Fernfeldrandbedinungen sind die
eindimensionale, charakteristische Randbedingung von Giles [80] und die isentrope, isenthalpe
Einströmrandbedingung am besten für die Nachrechnung abgelöster Düsenströmungen geeignet.
Die konstante Extrapolation am Ausströmrand macht das Verfahren sehr robust.
Die Ablösevorhersage mit dem Wilcox k- * Zweigleichungsturbulenzmodell [48] gestaltet sich als
schwierig. In dieser Arbeit wird für die untersuchten Kaltgasdüsenströmungen durch Anpassung
der Modellkonstanten eine mäßige Übereinstimmung zwischen Experiment und Numerik erreicht.
Die Untersuchung der Eckenströmung und der Stoß/Grenzschicht-Wechselwirkung zeigt jedoch,
daß das dermaßen angepaßte Turbulenzmodell nicht allgemeingültig ist. Nach Turpin und Troyes
müssen die Modellkonstanten des Standard ; -  Turbulenzmodells ebenfalls modifiziert werden,
um die Strahlausbreitung sowie die Geschwindigkeits- und Temperaturprofile in einem axialsym-
metrischen Düsenstrahl in Übereinstimmung mit dem Experiment vorhersagen zu können [139].
Die prinzipielle Eignung des in dieser Arbeit verwendeten Turbulenzmodells für axialsymmetri-
sche Rechnungen wird nicht nachgewiesen. Fortschrittlichere Turbulenzmodelle sind eine un-
abdingbare Voraussetzung für die genaue Ablösepunktvorhersage bei Düsen. Die bei Ablösung
immer eine Rolle spielenden, instationären Effekte werden vollkommen vernachlässigt. Die Ab-
lösestelle schwankt bei Vulcain über eine Länge von circa 10 Grenzschichtdicken [14] mit einer
Frequenz im ;
6
0 -Bereich. Die Vermutung liegt nahe, daß durch die zeitlich gemittelte, stationäre
Behandlung der Strömung wesentliche, interessante Vorgänge unterdrückt werden. Aufnahmen
des Strömungsfeldes bei Tests der in dieser Arbeit untersuchten Düsen zeigen dreidimensionale
Details. Die axialsymmetrische Behandlung der eigentlich dreidimensionalen Strömung in der
Nachrechnung muß daher in Frage gestellt werden. Der Zustand der Strömung am Brennkammer-
einströmrand ist nur ungefähr bekannt. Der Einfluß von Turbulenzgrad, turbulentem Längenmaß,
Grenzschichtdicke und Grenzschichtprofil muß eingehender untersucht werden.
Mehrere Streckungsfunktionen für die Düsennetzerzeugung werden vorgestellt. Für einige Düsen-
rechnungen wird Netzkonvergenz nachgewiesen. Um die Größe der Ablöseblase am Düsenende
zuverlässiger vorhersagen zu können, muß die Geometrie des Düsenendes aufgelöst werden. Es
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wird vermutet, daß die Geometrie des Düsenendes einen Einfluß auf die Lage des Ablöspunk-
tes hat. Die richtige Behandlung der Scherschichten ist für eine korrekte Ablösepunktvorhersage
von großer Wichtigkeit. Die Gaseigenschaften und die turbulente Durchmischung beeinflussen
die „spreading rate“ der Scherschicht und müssen richtig modelliert werden. Das Netz muß die
Scherschichten ausreichend fein auflösen. Der in dieser Arbeit gewählte Weg blockorientierter
krummliniger Netze bietet nicht die Möglichkeit der adaptiven Netzverfeinerung.
Zunächst werden 3 experimentell gut vermessene Kaltgasdüsen untersucht. Die Ergebnisse für
die DLR TIC und die VAC Parabelkontur sind in guter Übereinstimmung mit dem Experiment.
Die erste Kontur zeigt immer FSS, die letztere zeigt auch RSS. Die Möglichkeit von Hysterese-
effekten bei der Transition FSS  RSS und Kappenstoß  Machscheibe wird aufgezeigt. Da
beide Effekte jedoch nicht zeitecht untersucht werden, sind die Ergebnisse nur bedingt belastbar.
Für die VAC Parabelkontur wird in einer stationären, dreidimensionalen Rechnung durch Aufbrin-
gen einer starken asymmetrische Druckverteilung am Einströmrand ein einseitiges Wiederanlegen
des Düsenstrahles erreicht. Da dies im tatsächlichen Betrieb nicht zu erwarten ist sind die beob-
achteten Seitenlasten so nicht erklärbar. Die Ablöselinie ist im Experiment instationär und nicht
rotationssymmetrisch (sondern zackenförmig). Da die dreidimensionale Simulation eine glatte
Ablöslinie zeigt, ist davon auszugehen, daß wesentliche physikalische Phänomene in der Nach-
rechnung unberücksichtigt bleiben. Vermutlich sind Seitenkräfte nur instationär behandelbar. Bei
der DLR Parabelkontur wird in der Rechnung im Gegensatz zum Experiment kein Wiederanlegen
des Strahles beobachtet. Diese Vorhersage ist nicht zufriedenstellend. Der Betriebsbereich, in dem
für diese Kontur im Experiment RSS auftritt, ist relativ schmal. Der gewählte Weg, durch An-
passung von Turbulenzmodellkonstanten die Ablösepunktvorhersage zu eichen, stößt hier an seine
Grenzen.
Die Gültigkeit der Auslegungsphilosophie von zwei „dual bell“-Düsen wird in der Nachrechnung
bestätigt. Bei Anhebung des Druckverhältnisses verharrt die Ablösung lange am Konturknick und
springt dann blitzartig Richtung Konturende.
Nachrechnungen der Vulcain-Düse weisen den Einfluß des Mischungsverhältnisses auf die Exi-
stenz von Machscheibe und Kappenstoß bei vollfließender Düse nach. Lösungen mit Wiederan-
legen bei mittleren Druckverhältnissen während des „Hochfahrens“ widersprechen der Annahme,
daß der Umschlag FSS  RSS ein Seitenlastmaximum bewirkt, und erklären die Seitenlasten mit
dem Öffnen der Rezirkulationsblase. Im interessierenden Teil des „Hochfahrens“ des Triebwerkes
schwanken die experimentellen Meßwerte jedoch stark. Ein exakter Vergleich von Numerik und
Experiment ist daher nicht möglich. Nichtgleichgewichtrechnungen mit Ablösung für Vulcain 2
zeigen Nachverbrennung mit dem Luftsauerstoff und den Einfluß der Wandkatalyzität auf die adia-
bate Wandtemperatur im filmgekühlten Teil der Düse. Die thermische Belastung wird, verglichen
mit dem Experiment, zu gering vorausgesagt. Die Unterschlagung von dreidimensionalen Effek-
ten wie Längswirbeln scheint neben dem durch die Modellierung der Turbulenz gemachten Fehler
einer der Hauptgründe für unrealistische Vorhersagen zu sein. Auch hier ist die korrekte Vorhersa-
ge der Turbulenzproduktion in Scherschichten (zwischen Kühlfilm und Kernströmung) von großer
Wichtigkeit. Sie beeinflußt die turbulente Vermischung und in Folge dessen die Verbrennungsrate
und damit den Wärmeeintrag.
Um Seitenkräfte vorhersagen zu können, muß das hier vorgestellte Rechenverfahren weiterent-
wickelt werden. Seitenkräfte sind dreidimensional und instationär. Das Programm muß mit einer
genauen Zeitintegrationsmethode versehen werden; der Phasen- und Amplitudenfehler der Dis-
kretisierung muß verringert werden. Ob das resultierende Strömungsproblem mit den heutigen
Rechnern bewältigbar ist bleibt fraglich.
161
9. Zusammenfassung und Diskussion
Die quantitativ richtige Vorhersage der thermischen Lasten bei chemischen Nichtgleichgewichtdü-
senströmungen ist, sowohl hinsichtlich der zur Verfügung stehenden Turbulenz-, Verbrennungs-,
und Wärmeübergangsmodelle als auch hinsichtlich der erforderlichen Rechnerleistung, derzeit zu
anspruchsvoll. Bevor weitere numerische Schritte unternommen werden, müssen die zugrunde-
liegenden physikalischen Prozesse in Grundlagenuntersuchungen eingehender studiert und besser
verstanden werden.
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A. Abschätzformeln
Aus den Zustandsgleichungen für die isentrope, isenthalpe Strömung (s. Anhang F.9, F.10) läßt
sich eine Reihe nützlicher Abschätzformeln für Düsenleistungsdaten ableiten. Zustände am Ein-
trittsquerschnitt sind mit dem Index „1“, Zustände am engsten Querschnitt (Düsenhals) sind mit
dem Index „*“ und Zustände am Düsenaustritt („exit“) sind mit dem Index „e“ versehen (s. Abb.
A.1). In der Brennkammer ruht die Strömung und es herrschen Druck und Temperatur  
 und fi 
 .
* e1
Abb. A.1.: 1-D Düsenströmung.
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ist die lokale Querschnittsfläche. Es lassen sich zwei Flächenverhältnisse,       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, definieren. Im Düsenhals ist die Machzahl  gleich   . Es gilt [46]
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mit Isentropenexponenten  . Die Schallgeschwindigkeit berechnet sich zu 
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fi mit Gaskon-
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. Die Gaseigenschaften seien durch die Idealgasgleichung   ffi  fi ausreichend genau
beschrieben. Die Massenerhaltung liefert nun
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Aufgelöst nach
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ergibt sich das Flächenverhältnis am Einströmrand
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Für Vulcain (           und    	  ) ergibt sich          	 . Druck und Temperatur am
Einströmrand berechnen sich zu
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A. Abschätzformeln
Für Vulcain ( 
         	   und fi 
       ffi ) erhält man     	 	   	   und fi       	  ffi .
Der Massenstrom ist
'



ffi

 

 





fi

 


fi





 








fi





 

 (A.7)
Der Massenstrom läßt sich auch berechnen aus
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Offensichtlich legen Brennkammerzustand und engster Querschnitt den Massenstrom fest. Über
den Energiesatz
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läßt sich die Austrittsgeschwindigkeit berechnen
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Aus der Massenerhaltung folgt das Flächenverhältnis
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Druck und Geschwindigkeit am Austritt sind
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Die Schubkraft bei Umgebungsdruck   ist
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Der spezifische Impuls
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Mit Hilfe der Gleichungen A.11, A.12 und A.13 läßt sich der für den Brennkammerzustand 


,
fi


theoretisch mögliche, spezifische Impuls als Funktion des Flächenverhältnisses    darstellen (s.
Abb. A.2).
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Abb. A.2.: Machzahl    am Düsenaustritt und spezifischer
Impuls
<

 in Abhängigkeit vom Flächenverhält-
nis    gemäß eindimensionaler Theorie für Vulcain-
Einströmdaten.
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B. Koordinatentransformation
Die meisten Strömungsprobleme beinhalten gekrümmte Oberflächen. Dieser Tatsache wird durch
eine Transformation des physikalischen Raumes ( . , / , 0 ) in einen orthogonalen, äquidistanten
Raum
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Rechnung getragen. Die Differentiale im physikalischen Raum ergeben sich zu
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Die Rechenraumkoordinaten ( , ) , * sind im physikalischen Raum krummlinig und werden deshalb
auch als krummlinige Koordinaten bezeichnet. Die Jacobi-Matrix der Transformation und ihre
Inverse ist
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Die Determinante der Jacobi-Matrix ist
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Die Ableitungen der krummlinigen Koordinaten nach den physikalischen Koordinaten sind
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Die Ableitungen multipliziert mit der Jacobi-Matrix werden „Metrik“ genannt. Die Art der Me-
trikberechnung beeinflußt genauso wie die Diskretisierung die Gesamtgenauigkeit des Rechenver-
fahrens.
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B.1. Transformierte Grundgleichungen
B.1. Transformierte Grundgleichungen
Die Grundströmungsgleichungen lassen sich damit umschreiben zu
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Die transformierten Turbulenzgleichungen und Speziesgleichungen sind
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B.2. Transformierte konvektive Flußvektoren
Die konvektiven Flußvektoren der Grundströmungsgleichungen ergeben sich zu
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mit den kontravarianten Geschwindigkeiten
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Die transformierten, konvektiven Flußvektoren der Turbulenz- und Speziesgleichungen sind
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B. Koordinatentransformation
B.3. Transformierte viskose Flußvektoren
Der viskose Flußvektor der Grundströmungsgleichungen in ( -Richtung ist
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Die diffusiven Flußvektoren der Turbulenz- und Speziesgleichungen in ( -Richtung sind
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Die inneren Ableitungen von
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Die diffusiven Flußvektoren in ) - und * -Richtung lauten analog.
B.4. „thin-layer“-Approximation
Bei der “thin-layer“-Approximation werden nur innere Ableitungen in Richtung des Flußvektors
berücksichtigt. Der viskose Flußvektor der Grundströmungsgleichungen in ( -Richtung vereinfacht
sich damit zu
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B.5. Axialsymmetrie
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B.5. Axialsymmetrie
Die Genauigkeit der Flußdifferenzendiskretisierung in Umfangsrichtung bei axialsymmetrischen
Problemen bei Verwendung der vorangehenden Koordinatentransformation ist abhängig vom Netz-
öffnungswinkel (s. Anhang F.5). Das Ersetzen der Flußdifferenzen durch den Quellterm


beseitigt
dieses Problem und vermindert den Rechenaufwand. Bei Axialsymmetrie ist die Koordinatentrans-
formation
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(s. Abb. B.1) naheliegend [140, 141, 142]. Die partiellen Ableitungen nach den
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Abb. B.1.: Koordinatentransformation bei Axialsymmetrie.
krummlinigen Koordinaten ergeben sich damit zu
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B. Koordinatentransformation
Damit läßt sich die Metrik (s. Gl. B.5) berechnen zu
(%
 >
 



 

 


)ff
 >





*
 >





 

 

 
(%
 >
 




  

 


 

(
)ff
 >






 

 
  
*
 >
 



 

 

 
 

(
(&
 >
 




 

 



  (
)
 >









 

 
  
*
 >




  

 

 
 
  (

(B.24)
Die Determinante der Jacobimatrix ergibt sich zu
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Die Ableitungen des konvektiven und viskosen „thin-layer“-Flußvektors in Umfangsrichtung las-
sen sich nun durch den Quellterm (s. Anhang F.6)
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ersetzen. Die Ableitungen der konvektiven Flüsse und diffusiven „thin-layer“-Flüsse der Turbulenz-
und Speziestransportgleichungen in Umfangsrichtung sind Null. Die dermaßen abgeleiteten Glei-
chungen gehen in die Navier-Stokes Gleichungen in Zylinderkoordinaten [143] über, wenn (  . ,
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beispielhaft läßt sich die erste Zeile von Gleichung B.6 (Massenerhaltung) umschreiben zu
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wobei   ,  
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und  

die Geschwindigkeiten in . , ( und  -Richtung darstellen.
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C. Jacobi-Matrizen
C.1. Ableitung des Druckes nach den konservativen
Variablen
Das totale Differential der abhängigen Größe
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als Funktion der konservativen Variablen ergibt sich zu
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Das totale Differential des Drucks läßt sich anschreiben als [59]
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Die Ableitungen des Druckes nach den konservativen Variablen sind damit
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C.2. Ableitungen von Druck und Temperatur nach den
Linearisierungsvariablen
Zunächst wird das totale Differential von
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Mit Gl. C.3 läßt sich ffi  ffi 
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Damit ergeben sich die Ableitungen des Druckes nach den Linearisierungsvariablen zu
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C.3. Ableitung des konvektiven Flußvektors nach den konservativen Variablen
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unter Zuhilfenahme von Gl. C.16 berechnet werden zu
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C.3. Ableitung des konvektiven Flußvektors nach den
konservativen Variablen
Mit den Ergebnissen aus Abschnitt C.1 und unter Annahme von ;   läßt sich die Ableitung des
Flußvektors

% (Gl. B.11) nach den konservativen Variablen anschreiben als


(

%
(



 

 
  



 







 
kin  


 




 




 







 




 


 


 







 
kin  





 



















 







 





 
kin  



 
 





 









 



 









 
kin 

	








	

 





	



 



	










 (C.27)
mit
5





)


fl
 
$
kin

$
 


ffi und $ kin

 





 
 

 
!


. Die Eigenmatrix von

mit
den Eigenwerten





7



 lautet
 

 








   



  
 

7
 
  



   










 






$
   

$
  
 
$
 
  
$
 
 
 


   
$

 
 








(C.28)
mit
 
 
 

 
 
 
 
(


 
(


 
(


. Die Matrix der Rechtseigenvektoren von

ergibt sich zu
 
 




 








 




 




























 






 



 




















 














 


 






 








 
 




 






 







	







 

 






 







	










 
 


 









	










 









 


	




	





 (C.29)
mit

(





(





 
 
. Die Inverse der Rechtseigenvektormatrix  ist



 







 















 




"
 
kin

	




 










 ff











 flfi






 












 


 











"
 
kin

	
























 





fi


















 

















"
 
kin

	

















 












fi















 




ffi



"
 
kin

	

 





	



 









	













 





 











	




ffi



"
 
kin

	

 






	


 










	














	





 












 (C.30)
Diese Zerlegung unterscheidet sich leicht von der in [144]. Die korrespondierenden Matrizen für
die Flußvektoren

&
und

'
werden analog gebildet.
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C. Jacobi-Matrizen
C.4. Ableitung der Zustandsvektoren nach den
Linearisierungsvariablen
Die Ableitung des Zustandsvektors der konservativen Variablen


der Grundströmungsgleichun-
gen (Gl. B.7) nach dem Zustandsvektor der Linearisierungsvariablen
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C.5. Ableitung der konvektiven Flußvektoren nach den
Linearisierungsvariablen
Die Ableitung des konvektiven Flußvektors der Grundströmung
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% (Gl. B.11) nach den Linearisie-
rungsvariablen ist
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C.6. Ableitung der viskosen ‘thin-layer“-Flußvektoren
Die Ableitung des konvektiven Flußvektors der Turbulenz

% H (Gl. B.13) nach  H ergibt
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Die Ableitung des konvektiven Flußvektors der Speziesgleichungen
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C.6. Ableitung der viskosen ‘thin-layer“-Flußvektoren
Die viskosen ‘thin-layer“-Flußvektoren (s. Abs. B.4) werden nach dem Zustandsvektor der Linea-
risierungsvariablen

 und nach dessen Ableitung
( 


(
( abgeleitet. An dieser Stelle werden nur
die Flußvektoren in ( -Richtung behandelt. Für die Grundströmungsgleichungen ergibt sich
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und für die Speziesgleichungen folgt
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C. Jacobi-Matrizen
C.7. Ableitung der Quellterme nach den
Linearisierungsvariablen
Die Ableitung des Quellterms (s. Gl. B.26), der bei Axialsymmetrie die Flußdifferenzen der Grund-
strömungsgleichungen in Umfangsrichtung ersetzt, nach den Linearisierungsvariablen lautet
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Die Ableitung des Quellterms

 H (s. Gl. F.24, F.25, F.26) der Tubulenzgleichungen nach  H ergibt
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Die Ableitung des Quellterms der Speziesgleichungen (Gl. 2.17, 2.21, F.23)



 >

ref
ffi
  

'
!
 (C.46)
nach



ist
(



( 


 >

ref
ffi
  
 








A







A
"





"

A





"

A
"

   



(C.47)
mit
(

'
!
 
(



ffi


 

alle Reaktionen  
an denen Spezies 
teilnimmt

"
# #
 
 

"
#
 
 



 	










 	


 	


 



 	









 




 	


 ffflfi ffi
alle Reaktionspartner 
der Reaktion  


 
 	
"!



!

 
!
 	
#
 

 	


 

 

 	





"



 

 
!
 	
!
 fffi ffi
alle Produkte 
der Reaktion  
$
 (C.48)
186
D. Weitere abgeleitete Zustandsgrößen
Die Machzahl bezieht die Strömungsgeschwindigkeit auf die Schallgeschwindigkeit
 


 


 (D.1)
die turbulente Machzahl bezieht die turbulente Schwankungsgeschwindigkeit auf die Schallge-
schwindigkeit
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 
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Der Druckbeiwert ist damit
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Betrachtet man eine Zelle mit Volumen % welche die Wand mit der Fläche
 
berührt, wobei
der Flächennormalenvektor

 
senkrecht auf der Wand steht, so läßt sich die wandtangentiale Ge-
schwindigkeit anschreiben als
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Mit dem wandnormalen Abstand des Mittelpunktes der Zelle von der Wand
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lassen sich Wandschubspannung
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berechnen. Die Reibungsgeschwindigkeit
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wird mit der Dichte direkt auf der Wand ffi  gebildet. Die dimensionslose Geschwindigkeit ergibt
sich zu
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D. Weitere abgeleitete Zustandsgrößen
Der dimensionslose Wandabstand /
D
errechnet sich aus dem tatsächlichen Wandabstand

	
und
der laminaren Viskosität direkt auf der Wand ! 
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Das Verhältnis von turbulenter zu laminarer Viskosität !
H 
! ist ein brauchbares Maß für die Ver-
stärkung der viskosen Effekte durch die Turbulenz. Die erste Randzelle hat die Dicke Null und
liegt direkt auf der Wand. Der Wandzustand ist daher direkt bekannt. Mit der Enthalpiedifferenz
zwischen Anströmung und Wand
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läßt sich die Stanton-Zahl definieren
St 
 
ffi
  

5
 (D.14)
Bei Grenzschichtrechnungen interessieren Verdrängungsdicke
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  bezeichnen Dichte und Geschwindigkeit am Grenzschichtrand. Damit lassen sich die Form-
parameter
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definieren. Mit der Impulsverlustdicke läßt sich eine Reynoldszahl bilden
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Um den Reibungseinfluß und die Turbulenzbildung beurteilen zu können, bietet sich bei Idealgas-
rechnungen eine Betrachtung der Entropiedifferenz zur Anströmung an
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Pseudo-Schlierenbilder helfen bei der Identifikation von Stößen, Expansionsgebieten und Scher-
schichten. Sie lassen sich durch Darstellung des Betrages des Dichtegradienten
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anfertigen. Die Zustandsgrößen

auf der Achse (Index „CL“) sind nicht direkt bekannt und wer-
den unter Annahme konstanter Zellängen von den zwei angrenzenden Zellen  und   extrapoliert
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Für die bildliche Darstellung der räumlichen Verteilung von Zustandsgrößen werden die Zellecken-
koordinaten arithmetisch auf den Zellmittelpunkt gemittelt. Der Schub läßt sich durch Integration
über die Düsenaustrittsfläche ermitteln
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Der spezifische Impuls berechnet sich aus Schub und Massenstrom
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. Für jede Zustandsgröße kann eine   -Norm ausgerechnet werden. Dazu wird
das Residuum  (d.h. die „rechte Seite“) der entsprechenden Zustandsgröße über das gesamte
Rechenraumvolumen gemittelt
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E. Weitere Testfälle
E.1. Kanalströmung
Ziel dieser Untersuchung ist die Beurteilung der Symmetrie von 9 - und : -Grenzschichten bei Ver-
wendung der vollen viskosen Terme auf der rechten Seite. Als Gas wird Luft bei   	 	      ,
fi


    
ffi und    bei einer Reynoldszahl Re         angenommen.
Das Rechennetz hat


 


 


Zellen (s. Abb. E.1). Am Austritt werden alle Größen extrapo-
i
j k
Abb. E.1.: Symmetrisches Netz für Kanalströmung. Nur jede
zweite Netzinie ist dargestellt.
liert, die Wände sind adiabat. Die konvektiven Flüsse werden mit dem „upwind“ TVD-Schema
diskretisiert.
Das berechnete Strömungsfeld ist voll symmetrisch (s. Abb. E.2).
E.2. Fernfeldrandbedingungen
E.2.1. Idealgas
Die Brauchbarkeit verschiedener Fernfeld- und Ausströmrandbedingungen wird an einem sim-
plen, axialsymmetrischen Modell überprüft. Ein überexpandierter Freistrahl trifft mit    in
ruhendes Medium; die Topologie gleicht der Düsenströmung. Der Kesseldruck des Strahls ist

A



	


, der Umgebungsdruck ist      	   . Die konvektiven Flüsse werden mit dem
MAPS-Schema diskretisiert. Das Rechennetz hat 40 Zellen in 9 -Richtung und 30 Zellen in : -
Richtung (s. Abb. E.3).
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4.19
3.77
3.35
2.93
2.51
2.10
1.68
1.26
0.84
0.42
Abb. E.2.: Machzahlisokonturen bei .

 
 

	  (links) und
 

  

 
-Isofläche (rechts).
i
j
Abb. E.3.: Rechennetz für Test der Fernfeldrandbedingungen bei
Idealgas.
Am ( 9   )-Rand wird für   :   Einströmung vorgeschrieben. Andernfalls wird eine adiabate
Wand angesetzt. Am (:   )-Rand ist die Symmetrieachse und am (:  :  )-Rand werden drei
verschiedene Fernfeldrandbedingungen untersucht:
1. 1D-nichtreflektierende Randbedingung nach Giles (s. Abs. 4.3.1)
2. 2D-nichtreflektierende Randbedingung nach Giles (s. Abs. 4.3.2)
3. Isentrope, isenthalpe Einströmrandbedingung (s. Abs. 4.3.3)
Am ( 9  9  )-Rand werden drei verschiedene Ausströmrandbedingungen untersucht:
1. Konstante Extrapolation (s. Abs. 4.4.1)
2. Ausströmrandbedingung nach Bayliss und Turkel (s. Abs. 4.4.2)
3. Ausströmrandbedingung nach Rudy (s. Abs. 4.4.3)
Die Randbedingungen werden in verschiedenen Kombinationen getestet und danach beurteilt, wie
gut der Umgebungsdruck aufgeprägt wird und wie gut die Konvergenzraten sind. Eine typische
Lösung findet sich in Abb. E.4.
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Abb. E.4.: Machzahlisokonturen für Kombination 3-1.
Die über den Fernfeldrand gemittelten Größen statischer Druck  av und radiale Geschwindigkeit
 
 av in Abhängigkeit vom Zeitindex
	
sind in Abb. E.5 dargestellt. Als Maß für die Konvergenz
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Abb. E.5.: Gemittelter statischer Druck  av (links) und Ge-
schwindigkeit in radialer Richtung  
 av (rechts) am
Fernfeldrand.
ist in Abb. E.6 die   -Norm der Dichte abgebildet. Die Auswertung dieser Graphen hilft beim
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3−2
Abb. E.6.:   -Norm der Dichte.
Bewerten der verschiedenen Randbedingungen:
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  Fernfeldrandbedingung 1 liefert den geringsten  av, Fernfeldrandbedingung 3 den höch-
sten. Fernfeldrandbedingung 3 prägt den erwünschten Druck am genauesten auf. Der Fehler


av 



 ist jedoch bereits bei Fernfeldrandbedingung 1 unter 1%.
  Fernfeldrandbedingung 3 prägt den Umgebungsdruck früher auf, konvergiert aber am schlech-
testen. Schwingungen in Druck und Geschwindigkeit werden nur sehr langsam gedämpft.
Fernfeldrandbedingung 2 konvergiert etwas schneller als Fernfeldrandbedingung 1. Beide
zeigen keine Schwingungen in  av und   av und nähern sich asymptotisch an das Endergeb-
nis.
  Fernfeldrandbedingung 2 ist wenig robust.
  Die Ausströmrandbedingung hat keinen merklichen Einfluß auf die Durchschnittswerte am
Fernfeldrand oder die Konvergenz.
Da die 2D-charakteristische Fernfeldrandbedingung im Ergebnis der 1D-charakteristischen Fern-
feldrandbedingung ebenbürtig, aber in der Stabilität unterlegen ist, wird in dieser Arbeit am Fern-
feldrand häufiger die 1D-charakteristische oder die isentrop/isenthalpe Fernfeldrandbedingung ver-
wendet. Letztere wird wegen der besserern Vorgabe des Umgebungsdruckes bevorzugt.
E.2.2. Gleichgewichtrealgas
Der Testfall ist gleich wie in Abschnitt E.2.1. Die Einströmdaten sind  

    
,


	

 


und fi      	  ffi . Die Reynoldszahl ist Re   	        

und der Umgebungsdruck ist   
 

	


. Das Gas ist ein 6  -


-Gemisch mit Mischungsverhältnis 5.933. Das Netz hat      
Zellen (s. Abb. E.7).
Abb. E.7.: Rechennetz für Test der Fernfeldrandbedingungen bei
Gleichgewichtrealgas.
Vier verschiedene Fernfeldrandbedingungen werden getestet:
1. 1D-nichtreflektierende Randbedingung nach Giles (s. Abs. 4.3.1). In den Transformations-
matrizen (Gl. 4.27-4.30, 4.31-4.34) werden nicht die lokalen Größen, sondern Dichte und
Schallgeschwindigkeit der Umgebung verwendet. Numerische Untersuchungen zeigen, daß
dies die Rechnung stabilisiert.
2. 1d-Nichtreflektierender Ansatz für Realgas (s. Abs. 4.3.4)
3. Isentrope, isenthalpe Einströmung für Realgas (s. Abs. 4.3.5)
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Abb. E.8.: Machzahlkonturflächen für Fernfeldrandbedingung 1.
Am Ausströmrand wird den Ergebnissen des letzten Abschnitts Folge leistend konstant extrapo-
liert. Eine repräsentative Lösung ist in Abb. E.8 dargestellt.
Die Abbildungen E.9 und E.10 verdeutlichen, daß nur die modifizierte 1D-charakteristische Rand-
bedingung von Giles in der Lage ist, innerhalb vertretbarer Rechenzeiten brauchbare, konvergierte
Rechenergbnisse zu liefern. Der aufgeprägte Umgebungsdruck liegt jedoch 2% unter dem ge-
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Abb. E.9.: Gemittelter statischer Druck  av (links) und Ge-
schwindigkeit in radialer Richtung  
 av (rechts) am
Fernfeldrand.
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3
Abb. E.10.:   -Norm der Dichte.
wünschten Wert. Die Fernfeldrandbedingungen 2 und 3 konvergieren nicht und zeigen starke
Oszillationen im aufgeprägten Druck und in der Einströmgeschwindigkeit.
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E.2.3. Chemisches Nichtgleichgewicht
Gemäß den Ergebnissen aus Abschnitt E.2.2 wird bei chemischen Nichtgleichgewichtrechnungen
die isentrope, isenthalpe Einströmrandbedingung in Kombination mit der konstanten Extrapolation
am Ausströmrand verwendet.
E.3. Zylinder bei M=5
Die laminare Überschallumströmung eines Zylinders ist ein guter Testfall für die Stoßauflösung
und für die Stabilität der verschiedenen numerischen Schemen und für deren Anfälligkeit auf das
„carbuncle“-Phänomen [34, 35, 73, 74]. Die Reynoldszahl bezogen auf den Radius ist Re      ,
die Machzahl der Anströmung ist   . Das Gas ist Luft mit        >

 ; 2 ffi

und    	

.
Die Zylinderoberfläche ist adiabat. Das verwendete Netz hat 41 Zellen in Wandnormalenrichtung
und 81 Zellen in Umfangsrichtung (s. Abb. E.11).
Abb. E.11.: Rechennetz für Zylinder bei M=5.
Ein Vergleich von MAPS
D
, ROE, symmetrischem TVD und „upwind“ TVD-Schema findet sich
in Abbildung E.12. Bei MAPS
D
liegen 2 Zellen im Stoß, das Roe-Schema und die TVD-Schemen
M
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2.11
1.05
0.00
M
4.21
3.16
2.11
1.05
0.00
M
4.21
3.16
2.11
1.05
0.00
Abb. E.12.: Zylinder in    -Anströmung. MAPS
D
(links),
ROE, ROE  , symmetrisches TVD und „upwind“
TVD-Schema (rechts). Machisolinien.
benötigen 1 bis 2 Zellen im Stoß. Beim mit „  “ gekennzeichneten Roe-Schema werden die bei
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der MUSCL-Extrapolation benötigten Differenzen der charakteristischen Variablen anders als in
Abschnitt 3.5.2 beschrieben, mit den an den Zellflächen gebildeten Transformationsmatrizen be-
rechnet. Das Roe-Schema benötigt so nur 1 Zelle im Stoß. Bei anderen Strömungsproblemen zeigt
sich jedoch, daß die in Abschnitt 3.5.2 vorgestellte Variante sehr viel stabiler rechnet. MAPS
D
zeigt hinter dem Schrägstoß leichte Oszillationen.
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F.1. Favre-Mittelung der Grundströmungsgleichungen
Die zeitabhängigen Größen  werden in einen zeitlich konstanten Teil  und eine Fluktuation  #
aufgeteilt und Reynolds-gemittelt [48]
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Bei kompressiblen Strömungen wird Favre-gemittelt
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Mit den Fluktuationsgrößen läßt sich die turbulente kinetische Energie definieren
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Die turbulente kinetische Energie ; wird in der Totalenergie mitberücksichtigt
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Der Vektor der Favre-gemittelten Zustandsgrößen ist
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und beispielhaft der diffusive Flußvektor in x-Richtung zu
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Der turbulente Impulsaustausch in der Strömung kann bei zeitlicher Mittelung als zusätzliche
Scher- und Normalspannungen aufgefaßt werden. Diese Reynoldsspannungen werden der Boussi-
nesq-Approximation
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mit turbulenter Viskosität !
H
entnommen. Durch Addition der Reynoldsspannungen mit den lami-
naren Scher- und Normalspannungen ergibt sich
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Auch die im zeitlichen Mittel spürbare Wärmeleitung und Speziesdiffusion werden durch die tur-
bulente Durchmischung vergrößert. Insgesamt läßt sich der zeitlich gemittelte Einfluß der Turbu-
lenz durch Mitberücksichtigung von !
H
in den Transportkoeffizienten
!
#

!
 
'

!
H (F.11)

!

!
 
!
H (F.12)

fl

fl  
 
 
Pr
Pr
H
!
H
!
 (F.13)

!    
 
 
Sc
H
!
H
ffi
(F.14)
ausdrücken. Die turbulente Prandtlzahl Pr H wird zu  

, die turbulente Schmidtzahl Sc H zu   
angenommen. Der Turbulenzmodellkoeffizient '  findet sich in Abschnitt 2.2. Die Speziesglei-
chungen bleiben bei Favre-Mittelung unverändert. In dieser Arbeit wird auf die Kennzeichnung
der Reynolds- und Favremittelung verzichtet.
F.2. Dimensionslose Gleichungen
Die dimensionsbehafteten Größen (Index „  “) werden mit dimensionsbehafteten Referenzwerten
(Indizes „  “ und „ref“) dimensionslos gemacht (kein Index).
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Durch Einführung der Reynoldszahl
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lassen sich die Grundströmungsgleichungen umschreiben zu
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Die konvektiven Flußvektoren bleiben unverändert. In den viskosen Flußvektoren
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finden sich die dimensionslose Prandtlzahl Pr und Schmidtzahl Sc
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Die Schmidtzahl Sc läßt sich aus Lewiszahl Le und Prandtlzahl Pr berechnen
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Die dimensionslosen Speziesgleichungen sind
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Die dimensionslosen Turbulenzgleichungen sind
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Gasstrahlung wird in dieser Arbeit nicht berücksichtigt (  F 

 ).
F.3. Polynome für Spezieseigenschaften
Die Enthalpie der Spezies 9 läßt sich als Funktion der Temperatur anschreiben [53]
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Tab. F.1.: Molmassen und Koeffizienten für Enthalpiepolynom.
Die Koeffizienten finden sich in Tab. F.1. Die innere Energie ergibt sich zu
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Für die binären Diffusionskoeffizienten wird ein Polynomansatz nach Warnatz [38]
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mit den Vorfaktoren aus Tab. F.2 und fi   


fi verwendet. Die laminare Viskosität (Vorfaktoren
Spezies  



 

 
   
 

 
 %

-7.9151 -10.419 -15.489 -9.5045 -10.152 -9.5011 -10.419
% 
2.1405 2.9428 4.9281 2.6863 3.2356 2.6863 2.9428
%
 
-0.066368 -.17771 -0.42856 -0.1429 -0.21708 -0.1429 -0.17771
%
 0.0030047 0.0081668 0.018759 0.0065906 0.0099333 0.0065906 0.0081668

 %

-14.316 -17.144 -13.167 -13.466 -13.147 -14.316
% 
3.9551 4.8296 3.6795 4.333 3.6795 3.9551
%
 
-0.30995 -0.38052 -0.2751 -0.35879 -0.2751 -0.30995
%
 0.013937 0.015185 0.012465 0.01605 0.012465 0.013937
 


%

-7.66 -16.901 -15.194 -16.885 -17.144
% 
0.067238 5.0721 4.7106 5.0721 4.8296
%
  0.36907 -0.43458 -0.35994 -0.43458 -0.38052
%

-0.022188 0.018483 0.014076 0.018483 0.015185

 
%

-11.957 -12.192 -11.942 -13.167
% 
3.362 3.9614 3.362 3.6795
%
 
-0.23363 -0.31076 -0.23363 -0.2751
%
 0.010657 0.013971 0.010657 0.012465
 
%

-13.468 -12.19 -13.466
% 
4.6645 3.9614 4.333
%
 
-0.39953 -0.31076 -0.35879
%
 0.017722 0.013971 0.01605

%

-11.927 -13.147
% 
3.362 3.6795
%
 
-0.23363 -0.2751
%
 0.010657 0.012465

 %

-14.316
% 
3.9551
%
 
-0.30995
%
 0.013937
Tab. F.2.: Polynomvorfaktoren für binäre Diffusionskoeffizien-
ten.
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F.4. Zerlegung der Transformationsmatrizen
und Wärmeleitfähigkeit (Vorfaktoren s. Tab. F.4)
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werden ebenfalls durch Polynomansätze definiert [38]. Die Vorfaktoren für die binären Diffusi-
%

%  %
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 

-16.273 1.0522 -0.056022 0.0025546


-20.955 3.3343 -0.36777 0.016764
 


-12.328 -1.6282 0.46025 -0.026135
  
-18.751 2.5348 -0.26217 0.012111
 
-23.946 4.1981 -0.47773 0.021436

-18.781 2.5348 -0.26217 0.012111


-20.955 3.3343 -0.36777 0.016764
Tab. F.3.: Polynomvorfaktoren für laminare Viskosität.
%

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%
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-8.667 2.3278 -0.28999 0.016941


-8.4687 0.70469 0.047256 -0.0038487
 


-6.9526 -1.575 0.55612 -0.033102

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-6.9996 1.0156 -0.082419 0.0061677
 
-13.607 4.1981 -0.47773 0.021436

-9.2111 1.7808 -0.16732 0.0081444


-8.4687 0.70469 0.047256 -0.0038487
Tab. F.4.: Polynomvorfaktoren für laminare Wärmeleitfähigkeit.
onskoeffizienten, Viskosität und Wärmeleitfähigkeit von 3  konnten in der Literatur nicht aufge-
funden werden. Da

 wie
3
 zweiatomig ist und eine ähnliche Molekülgröße hat werden die
Konstanten der Diffusionspolynome von

 für
3
 übernommen. Weil Diffusion im Verhältnis
zur Konvektion eine untergeordnete Rolle spielt, kann der durch die ungenaue Behandlung der
3

-Diffusionsterme gemachte Fehler als gering angesehen werden.
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Tab. F.5.: Behandelte Reaktionen.
F.4. Zerlegung der Transformationsmatrizen
Für die Diskretisierung der konvektiven Flüsse mit dem symmetrischen und „upwind“ TVD-
Schema nach Yee und Harten (s. Abs. 3.4.5) werden die Transformationsmatrizen  und   
benötigt. Diese Matrizen werden im verwendeten Verfahren in zwei Schritten berechnet. An die-
ser Stelle wird beispielhaft die Zerlegung der Jacobimatrix        
(

%

(


betrachtet.
Die Multiplikationen werden zeilenweise ausgeführt. Mehrmals läßt sich durch Verwendung der
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vorangegangenen Zeile Rechenzeit einsparen. Die Transformation der Änderung der konservati-
ven Variablen auf die Änderung der charakteristischen Variablen lautet
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Die Rücktransformation ist
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F.5. Genauigkeit der Flußberechnung
Untersucht wird die Genauigkeit der Diskretiserung bei axialsymmetrischen Problemen, wenn
nicht die Annahmen aus Abschnitt B.5 getroffen werden, wenn also die Zellen als blockförmig mit
ebenen Oberflächen angesehen werden und die Flußdifferenzen in Umfangsrichtung nicht durch
Quellterme ersetzt werden. Die Eulergleichungen in vereinfachter Schreibweise
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müssen, wenn man (

. , )

 und *  ( (s. Abb. F.1) setzt, in axialsymmetrischer Strömung
die Form der Eulergleichungen in Zylinderkoordinaten
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annehmen. Die „upwind“ Flußberechnung im Programm wird hier durch ein zentrales Schema
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F.5. Genauigkeit der Flußberechnung
ξ
y
x
z
k
j
i
ζ
η
∆ζ/2ηA (2η−∆η)
∆ζ/2
tan=j-1/2
∆η
∆ζ
cos
tan ∆ζ/2j+1/2 = (2η+∆η)2η∆η tanV= ∆ζ/2
η
=ζ k-1/2 ∆η/A
A
A =ζ k+1/2
Abb. F.1.: Repräsentatives Volumen %  
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Die diskretisierte Flußdifferenz in ) - oder  -Richtung lautet (s. Abb. F.1)
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Nach Einsetzen von Taylorreihenentwicklungen für
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Durch Vergleich mit den Eulergleichungen in Zylinderkoordinaten (Gl. F.35)
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läßt sich der Diskretisierungsfehler mit 
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angeben. Die diskretisierte Flußdifferenz in * -
oder ( -Richtung folgt analog zu
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Der Vergleich mit den Eulergleichungen in Zylinderkoordinaten (Gl. F.35)
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zeigt, daß der Fehler vom Ausdruck

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

 

 
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
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
und damit vom Netzöffnungswinkel

*
dominiert wird (s. Abb. F.2). Bei kleinem Netzöffnungswinkel ist der Fehler gering, das Konver-
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∆ζ
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∆ζ
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)
Abb. F.2.: Fehler der Flußdifferenzberechnung in Umfangsrich-
tung.
genzverhalten aber schlecht, da die Flüsse in Umfangsrichtung gegenüber den Flüssen in radialer
Richtung und Längsrichtung sehr klein werden. Das Ersetzen der Flußdifferenzen in Umfangs-
richtung schafft Abhilfe (s. Abs. B.5).
Auf ähnliche Weise ergibt sich für die Flußdifferenz in ( oder . -Richtung
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Der Fehler ist  

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

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F.6. Quellterm bei Axialsymmetrie
Bei Axialsymmetrie und Verwendung der Notation und Metrik aus Abschnitt B.5 lassen sich die
Geschwindigkeitskomponenten ersetzen durch
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F.6. Quellterm bei Axialsymmetrie
Abgeleitet nach der Umfangsrichtung folgt
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Die Ableitung der ) -Metrik in Umfangsrichtung lautet
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in Umfangsrichtung konstant, und es gilt
(
(
)


 ffi	 ;  fi 

 

5
 

!

!
H

fl

! 

$
 %  &
 





  (F.51)
Die Ableitung des konvektiven Flußvektors der Grundströmungsgleichungen in Umfangsrichtung
(s. Gl. B.6 und B.11) folgt damit zu
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und die Ableitung des vikosen „thin-layer“-Flußvektors (s. Gl. B.19) ergibt sich zu
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Bei Annahme von %
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und durch Zusammenfassung der beiden Flußdifferenzen folgt der
Quellterm
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F.7. Charakteristische Fernfeldrandbedingung
Charakteristische Randbedingungen berücksichtigen die Ausbreitungsrichtung von Störungen. Sie
beschleunigen die Konvergenz und vermindern den Rechenaufwand. Die zweidimensionale, cha-
rakteristische Randbedingung aus [80, 81, 82] wurde unter den Annahmen hergeleitet, daß der
Rand gerade und parallel zu einer Koordinatenachse ist, daß das Strömungsfeld durch die lineari-
sierten Eulergleichungen (d.h. in Störgrößenformulierung) beschrieben werden kann, daß es nur
einen „open computational boundary“ gibt und daß das Gas kalorisch perfekt ist und konstante,
molekulare Eigenschaften besitzt. Aufbauend auf [80] wird nun gezeigt, daß das Zellängenver-
hältnis am Rand auch ungleich   sein kann. Die dimensionsbehafteten Eulergleichungen für den
ebenen Fall lauten
(
(
ff
 



ffi
ffi

ffi  
ffi
$
 



 
(
(
(
 



ffi
$
ffi

$
 
(%

ffi  
$
 
(%

 ffi
$
 


$
 



 
(
(
)
 



ffi %
ffi

%
 
)ff

ffi  %
 
)

 ffi
$
 


%
 




  (F.55)
Dabei sind die Metrikterme (&

 , )

 und die kontravarianten Geschwindigkeiten $ , % mit der
Jacobi-Matrix > normiert. Diese Gleichungen können mit Hilfe des Störgrößenansatzes
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um den Umgebungszustand ( ffi , $ , % ,  ) linearisiert werden. Wenn Produkte von Störgrößen mit
Ableitungen von Umgebungsgrößen zu Null angenommen werden, ergibt sich
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Dichte, Geschwindigkeiten und Druck werden durch Division mit Umgebungsdichte ffi , Schallge-
schwindigkeit      

ffi und ffi 

dimensionslos gemacht
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Nun wird für den Störgrößenzustandsvektor

 der Fourier-Ansatz


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gemacht. Dieser Ansatz ist beim behandelten Problem strenggenommen nicht gültig, da weder
räumliche noch zeitliche Periodizität vorliegt. In Abschnitt E.2 wird gezeigt, daß mit diesem
Ansatz trotzdem sinnvolle Strömungsbilder und gute Konvergenzraten erzielt werden. Wird der
Fourier-Ansatz in F.61 eingesetzt, so ergibt sich
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Da der Rand parallel zur . - oder zur / -Achse verlaufen soll, wird nun )   (   gesetzt. Damit
vereinfacht sich Gleichung F.61 zu
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mit den Nullstellen
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und
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Bei Unterschall ( 



  ) ist ; 



7 rechtslaufend und ;

linkslaufend. Bei Überschallströmung
können alle Variablen extrapoliert werden (dann muß kein nichtreflektierender Ansatz gemacht
werden). Die Links- und Rechtseigenvektoren sind:
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F.7.1. Eindimensionaler instationärer Rand
G

* ist 0 und damit


 
. Nach Normierung der Eigenvektoren ergeben sich dieselben 1d-
Eigenvektoren wie in [80] bei Annahme eines äquidistanten Netzes. Diese Eigenvektoren werden
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Es gilt
 
 
 
F
 =
. Die Multiplikation des Störgrößenzustandsvektors

 mit der Matrix der
1d-Linkseigenvektoren liefert den Vektor der charakteristischen Variablen
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 (F.82)
Am Einströmrand gilt        7   und am Ausströmrand gilt 
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
. Die Rücktransformati-
on der derart veränderten charakteristischen Variablen
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liefert den neuen Zustandsvektor.
F.7.2. Zweidimensionaler stationärer Rand
Es werden stationäre Lösungen gesucht ( *   ). Daher gilt
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Von den Linkseigenvektoren wird der Grenzwert
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gebildet. Nach passender Normierung
ergeben sich dieselben Linkseigenvektoren wie in [80] bei Annahme eines äquidistanten Netzes
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Die nichtreflektierende Randbedingung lautet
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für jede in den Rechenraum eintretende Welle 	 . Für jede Randzelle (index : , Länge  / , insgesamt
3
Zellen) werden die lokalen charakteristischen Variablen berechnet
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Diese lokalen charakteristischen Variablen werden entlang des Randes (Koordinate / , Länge  )
Fourier-transformiert
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. Je verzerrter das Netz ist, desto schlechter wird die Fourier-
Transformation. Wird
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folgt für den Einströmrand bei Unterschalleinströmung
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und für den Ausströmrand bei Unterschallausströmung
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Nach der Randbehandlung wird die Fourier-Rücktransformation
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durchgeführt und auf den Zustandsvektor rücktransformiert
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F.8. Produktion von turbulenter Viskosität bei fehlender
Konvektion und Diffusion
Bei fehlender Konvektion und Diffusion läßt sich die Produktion von ; und * anschreiben als (s.
Abs. 2.2)
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ergibt sich damit zu
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Wenn !
H
groß und * sehr klein ist, wächst die turbulente Viskosität stark an.
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F.9. Isentrope Strömung
Mit dem spezifischem Volumen     

ffi lassen sich die thermische und die kalorische Zustands-
gleichung anschreiben als
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Die Entropiezunahme ist
ffi
fl

(
fl
(
 





H
ffi
 
 
(
fl
(
fi






ffi
fi
 (F.102)
Der erste und zweite Hauptsatz der Theromdynamik lauten
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Durch Einsetzen von Gl. F.103 und Gl. F.101 in Gl. F.104 folgt
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Der Vergleich mit Gl. F.102 ergibt
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folgt hieraus
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Bei Annahme von Idealgaseigenschaften gilt
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und es folgt
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Integration dieser Gleichung bei Annahme von Isentropie ( ffi fl   ) liefert
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Bei Rückgriff auf Gl. F.111 folgt ferner
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F.10. Isenthalpe Strömung
Die Totalenthalpie
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bleibt konstant. Bei Annahme von Idealgaseigenschaften gilt
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Damit folgt für den Ruhezustand „0“ (    )
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